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q D�r	;<OT@<G<s<Ot@<Otu8v�@<=<s<G�w	D�687:9<;<7:=<>!?*@<OTACGxu8v�@<=<s<G<G!D
�ygdW.[Eoz[�[E'�RT-.[EZ.)hU3ST'*)N�NVQ[EST'*[�Uh)�[ERTS.U3i:&('�R.[NU3-.),+/U3'Ni*[Ngtg	&('*)hg	&('NST{.)hU3VTS\g�[h+/),Y.S\Uh)!ST_hR.[(Y._hi:&('

j�bQWTVTZTSTStW/&`{TS.U,Y/[Ei1&(-TohbCg�)3WT'(c|�]'}+.-TbQo3&8U3'N-/&(W/&}kCiEY/)3WTSTkC'E&}StRT-.[EZ.)hU3ST'*)~RT-TST'*)3�5&(i:&('1WTkCVQ[ES
[N�E��St��S}g�[z��)��ES})hU3'*)hU3'Ni*)3WTS��!U3i*[E�.U3'Ni:&�[E'�'NSTR/&%W/&\�h�*�����(�h�~�.�Q�T�(�5�.�(�h�~�.�(�E���5�*�z�.�.�X�h�Q�.�8SCY.S
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oh-/&(WTSTZ/&~W/&5j�bQWTVTZTSTk�c

��'*[�_^&(�5[�)8i:&(�~W.[t+�&�_hW/&E)hg�VC&(VTi*[�)����Q�E�.�.�.�yW/&tj�bQWTVTZTSTk�cL��U,Y/),+.i:&(��STk�'*)3VQU3'y�5)XUh)
_^&(WTS.g	&(i:&Eg�)�o�Y�&(iNW.[�U�j�bQWTVTZTSTS~W/&�-.)z&^Y/)3W`&(-TohbCg�)3WT'(c	21W.[Eoz[�[E'%-.)3_hb^Y.'E&('NST'*)][N�*&h{.)% E¡£¢%�.�.�*�E�:�(�
�E���,¤%¡3�.�y[NU3'E&(i:&('XiNkC-TWTS�St_^&}j�bQWTVTZTSTStW/&`VQ[NgdRCY/)3VQUh)3W¥&(-TohbCg�)3WT'(�I'*[N)hU3'8_^&8j�bQWTVTZTSTS�[E'8iNSC+�&
f : B → C

�/VT�#+/)3'*[
B
)%R.[h+/gdW.[z��)hU3'Ni*[XW/&\VQ[NgdRCY/)3VQU3W/&('E&}-/&(iNWTSTW/&

C
c�
!���5[E'*[}Uh)�[E'NW/&EU�k4S4_^&

j�bQWTVTZTSTST'*)�[E'�iNSC+�&
f : A→ C

�:VT�#+/)3'*[
A ⊂ R

)�gdW.[z��)hU3'Ni*[\[E'�-.)z&^Y.WTS}{TS.U,Y�&Cc�¦�)�[E_hW/&h{/&(i:&Eg�)
U

(∗) § ?�&(W/&^Y/[Eo3&yW/&�'NiN��-*+/)3WTS.)3'*[ (∗) iyVQ[NgdRCY/)3VQU3WTSTk¨U,Y.bQ{/&(��cª©�ST'E&('*),Y.ST'*)N�]VQ[EST'*[�ST_hRTST'Ni:&('+.S.U3VQ[Ng�j%[E-T'�[E'1VQ[NgdRCY/)3VQU3WTS�{TS.U,Y�&XU3R.[EVQ[E�TW.[�g�[Eo3&('X+�&8RT-.[ERTb*U3VC&('�'*)3_hSy{/&EU3'NS�[E'X'*)3VQU3'E&1RT-TS
RT��-Ti*[~{.)3'*)3W.)`��&~&(VQ[~W.)3�~&('E&\Uz&�W.)hU3R/&EU�kT)hgdS1e	S8RT-TSXiN'*[E-.[X« e¬�,c

q D q ��)3VC&
f : Df → R ­ Df ⊂ R

)	{TS.U,Y/[Ei:&�j�bQWTVTZTSTk%S
a ∈ R ® ��-.)z&^Y.W.[:��{TS.U,Y/[Tcd�t'*[E_hS�-/&(_3+/),Y�5)�ST_hbQ{/&(i:&Eg�)
oh-/&(WTSTZ/&('E&�W/&

f(x)
�NVQ[Eo3&('*[

x
VCY/[EWTS~VT��g

a
VC&('*[%Uh)�RT-.[Ng�)3WTk\Uz&Eg�[�i%gdW.[z��)hU3'Ni*[E'*[

A ⊂ Df
cI��+/)3kC'E&�_^&
oh-/&(WTSTZ/&
W/&�j�bQWTVTZTSTk�RT-TS

x→ a
��'E&(VC&]Uh)	_^&(RTS.U3i:&
W/&(VT-/&('NVQ[�ST_hVC&(_hi:&(W.)3'*[50

xVCY/[EWTSXVT��g
a
0z��)�U3��i*Uh)hg�)hU3'*)hU3'Ni*)3W/&C«	-/&(_ho�Y/)3�5+�&Eg�)%i*Uh)3iN��_zg�[z�~WTS1-.),+.STZTS

xn → a
[E'\),Y/)hg�)3WT'NS

xn ∈ A
SXST_hbQ{/&(i:&Eg�)�'*),aCWTST'*)%[N�E-/&(_hS {f(xn)}

c
��[NU,Y/),+.W.[E'*[8)�iN��_zg�[z�~W.[XUz&Eg�[`VQ[Eo3&('*[8g�[z��)hgx+�&|ST_hiN��-T¯�S.gxoh-/&(WTST{.)3WtRT-.),a:[h+tVT��g

a
VC&('*[

ST_hR.[(Y._hi:&Eg�)�),Y/)hg�)3WT'NS4[E'
A
�T'(c )Nc�VQ[Eo3&('*[

a
)5�*�(�.�5�3���.�\�5�(°Q�*�\W/&

A
«

q D q D q�± 7:uXG<@<G<s<G�w	D
a
)X�*�(�.�5�3���.�X�5�(°Q�*�4W/&

A
��&(VQ[

A
U3�#+.��-:�5&X-.),+.STZ/& {xn}

_^&8VQ[zkC'*[
xn 6= a ∀n S limxn = a

c
�%&(RT-TS.g�)3-L&(VQ[

A =
{

1
n
| n ∈ N

} �d'*[�¡3²(�.�.�h�~�E¡3�.�E�5�4VQ[EWT'NbQ-TW/&4'*[E{TVC&1W/&
A
)|{TS.U,Y/[E'*[

0
c

"�&E�N),Y/)3��)3'*)N�/{.)
0 /∈ A

c
�]'�+.-TbQo3&�U3'N-/&(W/&C�.�(�£³.�*��{TS.U,Y/[�)�VQ[EWT'NbQ-TW/&�'*[E{TVC&�W/&�gdW.[z��)hU3'Ni*[E'*[

Q
[E'�i*U3ST{TVTS~-/&(ZTS.[EW/&^Y.WTS

{TS.U,Y�&Cc	�d&(_ho�Y/),+�&(�T'*)5Uz&Eg�[NU3'*[zkC'*),Y.W.[|-/&(_3Y.ST{TWTSX+.-TbQohS8RT-TS.g�)3-TS�c
q D q D q § ?���[EWT'NbQ-TW/&�'*[E{TVC&]W/&�R.[h+/gdW.[z��)hU3'Ni*[E'*[ B ⊂ C

W/&�VQ[NgdRCY/)3VQU3W/&('E&�-/&(iNWTSTW/&�Uh)![ERT-.),+/),Y.k
�.�1�z�(´5�Q³¥�.�E°Q�.�/c4�%&(RT-TS.g�)3-¥J/?zwI=�Oy'*[E{TVC&�[E'�),+.STWTST{TW/&('E&�[EVT-T���~W.[NU3'�)|VQ[EWT'NbQ-TW/&1'*[E{TVC&1W/&
gdW.[z��)hU3'Ni*[E'*[

B = {z = cosα+ i sinα | α ∈ Q} c�]RT-.),+/),Y/)3'*)XVQ[EWT'NbQ-TWTST'*)8'*[E{TVTS¥W/&�gdW.[z��)hU3'Ni*[E'*[�[E'�i*U3ST{TVTS�'*[E{TVTS
z
[E'tiNSC+�&

z = 1+inn
n
­

n ∈ N
�CVT�#+/)3'*[

i
)�S.g	&(ohSTW.)3-TW/&('E&|),+.STWTSTZ/&Cc

q D q D¶µ¥��RT-.[E{.)hg�i�U,Y/),+.i:&(��STk¥'*)3VQU3'ygdW.[z��)hU3'Ni*[E'*[
A
W/&(��e�{.)hU3'*[��5)8�E�#+/)8STWT'*)3-Ti:&^YI�
&

aW.)3oz[Ei:&5iN�/'N-.)3¯�W/&~SCY.SXVT-/&(�TW/&5'*[E{TVC&Cc
�·'E&(VC&C�
W.)3VC&

f
)1j�bQWTVTZTSTk¥W/&t-.)z&^Y/)3W¸&(-TohbCg�)3WT' ­ '*[N)hU3'y+/)hj�STWTSTZTS.[EWTW/&('E&y[N�(Y�&EU3' Df

W/&
j�bQWTVTZTSTkC'E&

f
)�R.[h+/gdW.[z��)hU3'Ni*[`W/&

R
cI 5&�+/[ERTb*U3W.)hgLU,Y/),+1'*[Ei:&C�T{.)

a
)�VQ[EWT'NbQ-TW/&5'*[E{TVC&~W/&

A
c

q D¶µ ± 7:uXG<@<G<s<G�w�©�S.U,Y/[E'*[
b
)yoh-/&(WTSTZ/&xW/&xj�bQWTVTZTSTkC'E&

f
�%VQ[Eo3&('*[

x
VCY/[EWTS¹VT��g

a
R.[

gdW.[z��)hU3'Ni*[E'*[
A
���5)�_^&(RTS.U3i:&Eg�)%'*[Ei:&5'E&(VC&C«

lim
x→a
x∈A

f(x) = b
�,�/&(VQ[\)�ST_hRT�#Y.W.)3W.[|U,Y/),+.W.[E'*[\b*U,Y/[EiNS.)N«

º
ε− δ » «�"�&~i*U�kCVQ[|R.[(Y/[z�~ST'*),Y.W.[ ε U3���5)hU3'NiNbQi:&\'E&(VQ[Ei:& δ > 0

�/{.)�&(VQ[
x ∈ A

S
0 < |x− a| < δ

�
'*[ |f(x) − b| < ε

c

�]{.)3iNSC+.W.[}oz[E-TW/&('E&\+/)hj�STWTSTZTSTk4W.)�)�b^+/[N�EW/&|_^&~+.ST-.)3VT'NW.[`RT-.)hUhgdkC'E&(W.)5W/&|oh-/&(WTSTZTS��#_^&(�5[E'*[
'^k�RT-.),+.R.[(Y�&(o3&�W/&^Y.ST{TS.)3'*[�W/&�&(RT-TS.[E-TW/&5��RT��-Ti*[EW/&h{/&^Y.W/&*�<STW.j%[E-.g	&(ZTSTk�_^&]U3��[E'Ni*)3'NW/&('E&�oh-/&(WTSTZ/&Cc
�I[E_hSXW.),+/[NU3'E&('N��V1+/[EWTkCVT�#+/)�g�[z��)�+�&5�E�#+/)�ST_z�N)3ohW/&('`U�R.[Ng�[E��'E&~W/&~U,Y/),+.W/&('E&~'*)h[E-.)hg	&C«

q D¶µ#D q�¼ 7:B/;<7Q½�O¥����&(�TW.)^����-/&(WTSTZ/&('E&
lim
x→a
x∈A

f(x)
U3���5)hU3'NiNbQi:&|'*[Eo3&(i:&|S4Uz&Eg�[|'*[Eo3&(i:&C�#VQ[Eo3&('*[})

ST_hRT�#Y.W.)3W.[|U,Y/),+.W.[E'*[\b*U,Y/[EiNS.)N«
l



º¿¾ » "�&\�(�£³.�*�5-.),+.STZ/& {xn} [E'}��-/&(_3Y.ST{TWTS}[E' a �<'*[E{TVTS`W/& A �*VQ[zkC'*[�)]U¿a:[h+.kC�~&%VT��g a �*-.),+.STZ/&('E&
{f(xn)}

)%U¿a:[h+.kC�~&Cc
��-TS1'*[Ei:&~[E'|b*U,Y/[EiNS.)3'*[ º¿¾ » U,Y/),+.i:&C�.{.)�&(VQ[ {xn} S {x′n}

Uz&�+.i*)�-.),+.STZTS4[E'|'*[E{TVTS1W/&
A
�T_^&

VQ[EST'*[
lim
n→∞

xn = lim
n→∞

x′n = a
'*[

lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

f(x′n)
S�'E&(_hS�[N�E�~&XU3'*[E�TW.[NU3't)~-/&(iNW/&XW/&

oh-/&(WTSTZ/&('E&
lim
x→a
x∈A

f(x)
W/&

f
�T[ERT-.),+/),Y/)3W/&~R.[NU3-.),+/U3'Ni*[Ng��

ε− δ
�!+/)hj�STWTSTZTSTkC'E&Cc

± B/=�OCH:OTAC7NP�?*ACJ/B�À���)3VC&\)�ST_hRT�#Y.W.)3W.[|b*U,Y/[EiNS.)3'*[`[E'5 �)hj�STWTSTZTSTk p c l~S
ε > 0

)�RT-.[EST_hi*[(Y.W.[Tc
��)3VC&8U,Y/),+y'*[Ei:& ∀n ∈ N xn ∈ A

S
limxn = a

c~��[}b*U,Y/[EiNS.)|U3���5)hU3'NiNbQi:&
lim
x→a
x∈A

f(x) = b
c5�I[Ei:&

[E_^&(WT{/&(i:&C��{.)5g�[z��)hgx+�&|W/&Eg�)3-TS.g
δ > 0

�#_^&|VQ[N)3'*[8)�ST_hRT�#Y.W.)3W.[}b*U,Y/[EiNS.)3'*[
(ε − δ)

c5
	Y/),+t'*[Ei:&
ST_z�EST-/&Eg�)1'E&(VQ[Ei:&

ν
�!{.)4&(VQ[

n > ν
'*[ |xn − a| < δ

cª�]{.)3iNSC+.W.[y_^&t'*)3_hS
n
�5)X)XST_hRT�#Y.W.)3W.[

|f(xn) − b| < ε
VQ[N)3'*[|[E_hW/&h{/&(i:&C�.{.)�-.),+.STZ/&('E& {f(xn)}

)�U¿a:[h+.kC�~&Cc
��kTg	&8+�&8+/[EVC&(_hi:&Eg�)}R.[h+.-.[N�EW.[T�	{.)`[E' p c lCc p U,Y/),+.i:& p c lCc4¦�)}[E'*�N),Y/)3�~S.g¹Uz&Eg�[T��{.)}&(VQ[�)\i

U3SCY�&`b*U,Y/[EiNS.)3'*[X[E'}'*)h[E-.)hg	&('E&}W/&`��&(�TW.)�S {xn} → a
S {x′n} → a

Uz&\+.i*)5-.),+.STZTS�[E'}'*[E{TVTStW/&
A
�d'*[4U3��o�Y�&EU3W.[�b*U,Y/[EiNS.)3'*[�-.),+.STZTST'*) {f(xn)}

S {f(x′n)}
U3���5[�Uz&1U¿a:[h+.kC��S���W/&(RT-TS.g�)3-¥VT��g

bS
b′
c`¦�)~+/[EVC&(��)hg
�d{.)

b = b′
c}"�&8'E&(_hSyZ.),Y�[N�E-/&(_hbQi:&Eg�)\-.),+.STZ/&('E& {yn}

VT�#+/)3'*[
yn = xk

RT-TS
n = 2k − 1

S
yn = x′k

RT-TS
n = 2k

c
�%)hU3W.[`Uh)�iNST�5+�&C�/{.) {yn} → a
S
yn ∈ A∀n c]
	Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[U3���5)hU3'NiNbQi:&

lim f(yn) = c
c������1VC&('*[ {f(xk)}

S {f(x′k)}
Uz&\R.[h+.-.),+.STZTS�W/& {f(yn)}

'*[|'*),aCWTST'*)
oh-/&(WTSTZTS�[E{.)3iNSC+.W.[4Uz&}-/&(iNWTS�W/&

c
�I'(c )Nc

b = c = b′
c}��[X'E&(VT��i4W/&h{TSTWy+/[EVC&(_^&^aTg�)N�d{.)`¢(���(�£³.�*�

�#¡3²(�.�.� {xn} [E'~'*[E{TVTSXW/& A �CVQ[zkC'*[\VCY/[EWTS1VT��g a )�i\U3SCY�& lim f(xn) = b
c

q D¶µ#D q § ?Á�I)h[E-.)hg	&('E&ÁW/&L��&(�TW.)�S¹oz[E-TWTST'*)y+/)hj�STWTSTZTSTS�[NU3'E&(i:&('¸iNkC-TWTS¹S¹_^&xj�bQWTVTZTSTS�W/&VQ[Ng<Y/)3VQUh)3W}&(-TohbCg�)3WT'`��SCY.S\U�VQ[NgdRCY/)3VQU3WTS`U3'*[E�TW.[NU3'NS��,c!Â�[E-.gdb^Y.ST-/&(�T'*) p c l�S p c lCc p i�'*[E_hS|U,Y.bQ{/&(��c
��[EWTkC'NS.)3'*[�_^&toh-/&(WTSTZ/&yW/&yj�bQWTVTZTSTk�R.[EWTkCVQ[Eo3&�Uh)1ST_hR.[(Y._hbQi:&�SxRT-TSLoh-/&(WTST{.)3WÁRT-.),a:[h+Ã0,i

�N)3_hVT-/&(�TW.[NU3'/0Ec�¦�)�W/&(R.[NgdWTS.gLU3��[E'Ni*)3'NWTSTk4&(W/&^Y/[Eo%SX_^&�-.),+.STZTS�«
q D¶µ#D¶µ ± 7:uXG<@<G<s<G�w��<),+.STZ/&('E& {an}

VCY/[EWTS4VT��gLRCY.Ä�U��N)3_hVT-/&(�TW.[NU3'��ÅU3��[E'Ni*)3'NW.[}VT��gLgdSTWTb*U
�N)3_hVT-/&(�TW.[NU3'Q� ­ &(VQ[\)�ST_hRT�#Y.W.)3W.[|U,Y/),+.W.[E'*[\b*U,Y/[EiNS.)N«"�&�i*U�kCVQ[�-.)z&^Y.W.[�{TS.U,Y/[

A
U3���5)hU3'NiNbQi:&�'E&(VQ[Ei:&

ν
�E{.)�&(VQ[

n > ν
'*[
an > b

�ÅU3��[E'Ni*)3'NW.[
an < b

�,c
�x'*[E_hS1U,Y.bQ{/&(�X�5)�RTST¯5)hg

lim
n→∞

an = ∞ ��� lim
n→∞

an = −∞ �,c
q D¶µ#DÇÆ ± 7:uXG<@<G<s<G�w
��È*�%��-/&(WTSTZ/&('E&1W/&1j�bQWTVTZTSTkC'E&

f
)\-/&(iNW/&XW/&1�N)3_hVT-/&(�TW.[NU3'��ÅgdSTWTb*U`�N)3_hVT-/&(�TW.[NU3'Q�,��VQ[Eo3&('*[

xVCY/[EWTS�VT��g
a
R.[}R.[h+/gdW.[z��)hU3'Ni*[E'*[

A
�<&(VQ[8)5ST_hRT�#Y.W.)3W.[Xb*U,Y/[EiNS.)3'*[T« ∀b ∈ R ∃δ > 0

'E&(VQ[Ei:&C�I{.)
&(VQ[

x ∈ A
�
x 6= a

S |x− a| < δ
'*[

f(x) > b
�
f(x) < b

�,c!¦�)�_^&(RTS.U3i:&Eg�)%R.[NU,Y/),+.W.[E'*[|R.[~U,Y/),+.WTSTk
W/&h{TSTW�«

lim
x→a

f(x) = ∞ �
lim
x→a

f(x) = −∞ �,c�Å�:�
lim
x→∞

f(x) = b
�

lim
x→−∞

f(x) = b
��&(VQ[ ∀ε > 0 ∃a ∈ R

'E&(VQ[Ei:&C�d{.)`&(VQ[
x > a

�
x < a

��'*[
|f(x) − b| < ε

c
��iQ���%&(VT-/&(k�RT-.),+TY�&(o3&Eg�)�W/&
{TST'E&('*),Y.k%+�&�j%[E-.gdb^Y.ST-/&�[NU3'E&(W/&^Y.ST'*)�{.)3'NST-TS�i*)3-.U3STS�_^&
oh-/&(WTST{.)3W

RT-.),a:[h+ÁVT��gÃ�N)3_hVT-/&(�TW.[NU3'.«
lim

x→±∞
f(x) = ±∞ cLÉ�bQVL�5)X[ERTST¯5)hg�VC&('*[�RT-TS.g�)3-Lb*U,Y/[EiNS.)3'*[y_^&oh-/&(WTSTZ/&('E&

lim
x→∞

f(x) = −∞ c8�I[XST_ho�Y/)3�5+�&1'*)3VC&C« ∀ b ∈ R ∃ a ∈ R
'E&(VQ[Ei:&C�d{.)}&(VQ[

x > a
'*[

f(x) < b
c

Â�[E-.gdb^Y.ST-/&(�T'*)�S8+/[EVC&(��)3'*)5&(W/&^Y/[E_hST'*)%W/&5'*)h[E-.)hg	&('E&\W/&5��&(�TW.)�i\-/&(_3Y.ST{TWTST'*)�i:&(-TS/&(WT'NS4[E'
oz[E-TW/&('E&5+/)hj�STWTSTZTSTk�c

q D¶µ#DÇÆ § ?}Â�[E-.gdb^Y.ST-/&(�T'*) p c lCc l~S p c lCc Ê~i|VQ[NgdRCY/)hU3WTSTk4U,Y.bQ{/&(��c��d&(_z�EST-/&`Uh)N�T'E&EgxUz&5iN��_zg�[z�~WTSUz&Eg�[~oh-/&(WTST{TWTS1RT-.),a:[h+.S1VT��g ∞ �Ë�.�~�/¡%�1VT��g
+∞ SCY.S −∞ �,c

Ê
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f(x) = log2x2−1(2x

2 + x − 1)
e
+/)hj�STWTSTZTS.[EWTW/&('E&8[N�(Y�&EU3'X)

Df = (−∞,−1) ∪ ( 1√
2
,∞) ­ f(x) =

√
x2−5x+6
x+5

�
Df = (−∞,−5) ∪ (−5, 2] ∪ [3,∞)

SX'(c W�c
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ε > 0
)\RT-.[EST_hi*[(Y.W.[4S

n ∈ N
)|)hU3'*)hU3'Ni*)3W.[1{TS.U,Y/[1_^&8VQ[N)3'*[

1
n
< ε

c	��[�e!W/&^+/[(Y.b`�5)�ST_hR.[(Y._hi:&Eg�)N�.{.)%&(VQ[ p
q
∈ ( l

n! ,
l+1
n! )
�T'*[

q > n
c

�fâ%�E�.�h�5�.�.�(Ù`�E�*�
q ≤ n

Ù|�5��¤��^Ø¨¡¬¤ã²(���(¤��.�^Ø¸�Q¤ã°Q�.�¿�.�.�~¡¬�Q³ª�¸¢(�.�z¤%¡3�.�E�~¡¬�Q³ª�.� p
q

�
�Q³Q�.�(�5�X°Q�.�¿�.�

h = n!
q
Û}ä ¡~�.�,�.�*°Q�Q¤�Ù]°C¡ l

n! <
hp
n! <

l+1
n! Û�å �E�(�4¡\�/¡h�E�z¢h¤��^Ø¸�.�^Ù
¢(�E´5�(�5� hp ¡�Q³Q�.�\°Q�.�¿�.�Ec �

"�&
a
Uz&`iN��_zg�[z�~WTSt+.i:&}U,Y.bQ{/&(k�«~��&*�

a = k
n!

_^&|WTkCVQ[N)5ZTkQY/[
k
S��Å�:��U3���5)hU3'NiNbQi:&`ZTkQY/[

k
�#_^&

VQ[N)3'*[ k
n! < a < k+1

n!

c<��RT��-TiNSTk~U,Y.bQ{/&(�\R.[(Y�&(o3&Eg�)
δ = 1

n!

�:&�iN��i�iN'*[E-TSTk
δ = min{a− k

n! ,
k+1
n! −a} c��)3VC&}U,Y/),+�'*[Ei:& |x − a| < δ

S
x 6= a

c��]VQ[
x ® ST-/&(ZTS.[EW/&^Y.W.[T��'*[ f(x) = |f(x)| = 0 < ε

��&}&(VQ[
x = p

q

)�-/&(ZTS.[EW/&^Y.W.[T�.'*[
x ∈ (k−1

n! ,
k
n!) ∪ ( k

n! ,
k+1
n! )

VQ[N)3'*[|[E_hW/&h{/&(i:&C�.{.) |f(x)| = 1
q
< 1

n
< ε

c
Þ OTß/7NP�7Nà�=�O#À� 5&�-/&(_ho�Y/),+�&Eg�)�j�bQWTVTZTSTkC'E&

g(x) =

{ 1
f(x) ; f(x) 6= 0

0 ; f(x) = 0VT�#+/)3'*[
f
)�[E'�RT-.),+Ta:[h+.WTSTk¸RT-TS.g�)3-Ã� p c n.c l*�,c

g
S.g	&yWTkCVQ[ES¸)3VT_z[E'NST{TWTS¨U3i*[E�.U3'Ni:&Cc¹ �[EVC&(��)3'*)

W/&(RT-TS.g�)3-��.{.)
g
)�RT-.)3VT��U3W/&('E&\_^&8�(�£³.�*���#¡¬�z�.�.�\°Q�.�¿�.�E�TRT-TSXVQ[N)3'*[\'*[\)�'*[E{TVC&~W/&5RT-.)3VT��U3i:&(W.)�[E'

iN'*[E-TSX'NSTR�c	��)3�5[~R.[Ei*)3{.)N�TR.[EVC&(��)3'*)N�/{.)
g
)�W.)h[Eoh-/&(WTST{.)3W/&X�E�E�|�(�z¡3�*���/¡3�C¢����(²E¡3�XSTWT'*)3-Ti:&^YIc

p c n.c ÊCc�Â�bQWTVTZTSTkC'E&
f(x) = 1

x2(1−x)
S.g	&�+.i*)�'*[E{TVTSXW/&5RT-.)3VT��U3i:&(W.)�[E'~iN'*[E-TS1'NSTR}e

0
S

1
c

p c n.c ntÂ�bQWTVTZTSTkC'E&
f(x) = lim

n→∞
1

1+x2n

S.g	&}+.i*)\'*[E{TVTSyW/&8RT-.)3VT��U3i:&(W.)`[E'1RT��-TiNSy'NSTR�e −1
S

+1
c
p c n.c á Â�bQWTVTZTSTkC'E&

d(x) =

{
1 ; x ∈ Q

0 ; x /∈ Q

® RT-.)3VT��U3W/&('E&\iN��i\i*U�kCVC&~'*[E{TVC&\[E' R
cI �[EVC&(��)3'*)N��U,Y/),+1'*[Ei:&C�T{.)%j�bQWTVTZTSTkC'E&

f(x) = (x− 1)d(x)
® W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&\RT-TS x = 1

c!��[NUh[E{.)3'*)%RT-TS.g�)3-1W/&5j�bQWTVTZTSTk��TVQ[zkC'*[|)�W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&|Uz&Eg�[~i\'N-TS
'*[E{TVTS�c

�Q[E-TWTST'*)!RT-TS.g�)3-TS5[ERTS.U3i:&(']WTkCVQ[ES�iN��_zg�[z�~WTS~U,Y.bQ{/&(S%S�iNSC+/[Ei*)	W/&�RT-.)3VT��U3W/&('*[NU3'(�:&
U3���5[�'E&(VC&
S�gdW.[z��)hU3'Ni:&('E&�[E'1'*[E{TVTST'*)|W/&8RT-.)3VT��U3i:&(W.)NcX��bQV�WTkTg	&8+�&}ST_hbQ{/&(i:&Eg�)|R.[h+.-.[N�EW.[4iN��_zg�[z�~WTST'*)
gdW.[z��)hU3'Ni:&}[E'`'*[E{TVTS�W/&\RT-.)3VT��U3i:&(W.)N�#VC&(VT'*[`S4iN��_zg�[z�~WTST'*)5iNSC+/[Ei*)�RT-.)3VT��U3W/&('*[NU3'(c�©�ST'E&('*),Y.kC'
W.)��ESTi:&�+�&]RT-.),+.R.[(Y�&(o3&C�*{.)!RT-TS.g�)3-TST'*) p c n�[ERTS.U3i:&('�ST_hZTkQY/[�j%)3W.[Ng�)3W/&]RT-.)3VT��U3W/&('*[NU3'(�C&�S�'*[Ei:&]W.)
)
RT-.),+/g�)3'�W/&�[N�NU3���5+�&(W.)�i%'*)3_hS~Y/)3VTZTSTS�c��¥U,Y/),+.i:&(��STk\'*)3VQU3'��5)�ST_3Y/[z�~S.gyWTkCVQ[ES`[E'�[NU3W.[EiNWTST'*)
VCY�&EU3ST{.)hU3VTS�-.)3_hb^Y.'E&('NS�_^&
U3i*[E�.U3'Ni:&('E&�W/&
j�bQWTVTZTSTST'*)N�(VQ[EST'*[]Uz&�W.)3RT-.)3VT��U3W/&('NS5i
+�&^+/)3W�STWT'*)3-Ti:&^YIc

q D¶Ð ¼ 7:B/;<7Q½�O���U�kCVC&�j�bQWTVTZTSTk
f
�(VQ[zkC'*[%)�W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&�i�[Eoh-/&(WTST{.)3WTSTk~_^&('Ni*[E-.)3W\STWT'*)3-Ti:&^Y

[a, b] ® �Eoh-/&(WTST{.)3W/&Cc
��)3�5[\R.[Ei*)3{.)N� f +/[NU3'NSTo3&\W/&(�Xe!oz[(Y.kTg	&('E&\S1W/&(�8e�g	&^Y.VC&('E&`U3S1U3'*[E�TW.[NU3'NS4i
[a, b]

c
± B/=�OCH:OTAC7NP�?*ACJ/B�ÀL¦�)1+/[EVC&(��)hg�RT��-Ti*[T��{.)

f
)4[Eoh-/&(WTST{.)3W/&CcÃ$�U3W.[�)N��{.)1_^&�'E&(_hSÁZ.),Y¸)

+/[NU3'E&('N�:{TW.[t+�&4Uh)|+/[EVC&(��)N��{.)}j�bQWTVTZTSTkC'E& |f | )}[Eoh-/&(WTST{.)3W/&t[E'Noz[E-.)��¶+�&4[E'*�N),Y/)3�~S.g
�!{.) |f | ®W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&\S8W.)h[E'N-TSTZ/&('*),Y.W/&*�,c
æ



"�&|'E&(_hStZ.),Yt+/[ERTb*U3VC&Eg�)~RT-.[E'NSTiNW.[E'*[Tc��I[Ei:&}[E_hW/&h{/&(i:&C��{.)�_^&|i*U�kCVQ[8)hU3'*)hU3'Ni*)3W.[
n
g�[z��)hgÁ+�&

R.[NUh[E{TS.gt'*[E{TVC&
an ∈ [a, b]

�*_^&�VQ[zkC'*[
f(an) ≥ n

c	�]'�'*)h[E-.)hg	&('E&�W/&��
&(�.)3-T��-/&EU�U,Y/),+.i:&C�*{.)
g�[z��)hg
+�&8W/&Eg�)3-TS.g¹U¿a:[h+.kC�~&XR.[h+.-.),+.STZ/& {ank

} W/&1[Eoh-/&(WTST{.)3W/&('E&4-.),+.STZ/& {an}
cXç ® V/È x0 = lim

k→∞
ank

c
�����1VC&('*[ ∀k ∈ N

)%ST_hRT�#Y.W.)3W.[
a ≤ ank

≤ b
�.'*[

a ≤ x0 ≤ b
�.VQ[N)3'*[}[E_hW/&h{/&(i:&C��{.)

x0 ∈ [a, b]
c��]'

'*)h[E-.)hg	&('E&|W/&5��&(�TW.)�U,Y/),+.i:&C�/{.)
lim
k→∞

|f(ank
)| = |f(x0)|

�.VQ[N)3'*[|RT-.[E'NSTi*[E-.)3{TS�W/&5W.)3-/&(i*)3W.U3'Ni:&('E&
|f(ank

)| ≥ nk ≥ k
c

�¨'E&(VC&C�
f
)�[Eoh-/&(WTST{.)3W/&Cc	¦�)�+/[EVC&(��)hg�W/&(RT-TS.g�)3-��Q{.)]oz[E-TW/&('E&�oh-/&(WTSTZ/&

f
)]W.)3�TW/&�U3'*[E�TW.[NU3' ­'(c )Nc�{.) ∃ x+ ∈ [a, b]

_^&XVQ[zkC'*[
f(x+) ≥ f(x) ∀x ∈ [a, b]

ct��)3VC&
m = sup

a≤x≤b
f(x)

S
n ∈ N

c
�����8VC&('*[

m− 1
n

W.)�)�oz[E-TW/&�oh-/&(WTSTZ/&5W/&
f
�Q'*[5U3���5)hU3'NiNbQi:&�'*[E{TVC&

xn ∈ [a, b]
�T_^&�VQ[zkC'*[

m− 1
n
≤

f(xn) ≤ m
c�É����1VC&('*[ {xn} ⊂ [a, b]

)�[Eoh-/&(WTST{.)3W/&\-.),+.STZ/&C�/'^kXRT-TST'*)3�5&(i:&`U¿a:[h+.kC�~&\R.[h+.-.),+.STZ/&C�
+�&~-.)3{.)hg {xnk

} → x+ ∈ [a, b]
c

lim
k→∞

f(xnk
) = m

�T_^&(�5[E'*[
0 ≤ m− f(xnk

) ≤ 1
nk

≤ 1
k

c�è]'|+.-TbQo3&
U3'N-/&(W/&

lim
k→∞

f(xnk
) = f(x+)

�T_^&(�5[E'*[
f
)�W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&\i

x+
c

q DÇÒ ¼ 7:B/;<7Q½�Oy��)3VC&
f
)~W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&Xi

[a, b]
S
f(a)

S
f(b)

S.g	&('X-/&(_3Y.ST{TWTSy_hW/&(ZTS��I'*[N)hU3'
f(a)f(b) < 0

c	��-TSX'*[Ei:&5b*U,Y/[EiNS.)%U3���5)hU3'NiNbQi:&~'*[E{TVC&
c ∈ [a, b]

�T_^&�VQ[zkC'*[
f(c) = 0

c
± B/=�OCH:OTAC7NP�?*ACJ/B�Àt¦�)}VC&(_hi:&Eg�)N��{.)}STWT'*)3-Ti:&^Y�&

[y, z] ⊂ [a, b] ®4é �£�#¡3�/�!&(VQ[ f(y)f(z) < 0
c

��)3VC&5U,Y/),+8'*[Ei:&
ξ = a+b

2

c��]VQ[
f(ξ) = 0

�Q'*��R.[(Y�&(o3&Eg�)
ξ = c

S`+/[EVC&(_^&('*),Y/U3'Ni*[E'*[|)]_^&(iN��-T¯5)3W.[Tc!�
RT-.[E'NSTi*)3W|U,Y.bQ{/&(�\),+.STW\[E'�STWT'*)3-Ti:&^Y.ST'*)

[a, ξ]
S

[ξ, b]
)�¯~&(-.)3W�cd��)3VC&�'*[Ei:&�)

[ξ, b]
cd��[(Y�&(o3&Eg�)

a1 =
ξ
S
b1 = b

c���[EiN'E&(-:kTg�)�R.[NU,Y/),+.W.[E'*[\-/&(_zU3���5+/)3WTS.)�SXU3'N-.[ES.g�-.),+.STZ/&
∆1 ⊃ ∆2 ⊃ · · · ⊃ ∆n ⊃ · · ·[E'1iEY/[z��)3WTS�¯~&(-.)3WTS�STWT'*)3-Ti:&^Y.S

∆n = [an, bn]
�<_^&8VQ[EST'*[

bn − an = 1
2(bn−1 − an−1); n ∈ N

�
�
a0 = a

�
b0 = b

�,c���)3VC& {c} =
∞⋂
n=0

∆n
c

$�U3W.[\)N�T{.) {an} )�-/&EU3'^kC�~&C�/& {bn} )�W/&Eg	&^Y.kCi:&(�~&~-.),+.STZ/&5S lim
n→∞

an = c = lim
n→∞

bn
�T_^&(�5[E'*[

c − an <
1

2n−1 (b − a) > bn − c
c������tVC&('*[8STWT-.)3i:&^Y.�/'

[an, bn]
)5¯~&(-.)3W���'*[ ∀n f(an)f(bn) ≤ 0

c
"�W/&h{TS

0 ≤ f2(c) = lim
n→∞

f(an)f(bn) ≤ 0
�TU�VQ[N)3'*[5+/[EVC&(_^&('*),Y/U3'Ni*[E'*[})�_^&(iN��-T¯5)3W.[Tc

q D�ê�ë�P�7EK	?*ACJ/G<7x�]VQ[
f
)tW.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&�i�STWT'*)3-Ti:&^Y�&

< a, b >
S¨_^&

x1,2 ∈< a, b > ®ST_hRT�#Y.W.)3W.[\b*U,Y/[EiNS.)3'*[
f(x1) < y < f(x2)

�C'*[\U3���5)hU3'NiNbQi:&
x′ ∈ (x1, x2)

�C_^&5VQ[zkC'*[
f(x′) = y

c
"�&�+/[EVC&(_^&('*),Y/U3'Ni*[5)�+/[NU3'E&('N�:{TW.[�+�&�RT-TSCY/[z�~S.gy'*)h[E-.)hg	& p c æ _^&�j�bQWTVTZTSTkC'E&

g(x) = f(x)−y SSTWT'*)3-Ti:&^Y�&
[x1, x2]

�Qi~VQ[E�T'*[
g
)�W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&Cc
�]{.)3iNSC+.W.[

g(x1) < 0
S
g(x2) > 0

�TU,Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[
_^&5WTkCVQ[N)

x′ ∈ (x1, x2)
S.g	&Eg�)

g(x′) = 0
c

q DÇì�ë�P�7EK	?*ACJ/G<7`Î]V.�
∆ ® STWT'*)3-Ti:&^Y4S f )�W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&\i ∆

�C'*[
f(∆) ® U3���5[5STWT'*)3-Ti:&^YIc

 �[EVC&(_^&('*),Y/U3'Ni*[E'*[tW/&X'*[Ei:&X'NiN��-*+/)3WTS.)8U,Y/),+.i:&4[E'4j�&(VT'E&C�d{.)}&(VQ[
y1,2 ∈ f(∆)

�d'*[
[y1, y2] ⊂

f(∆)
c

í



q DÇîtë�P�7EK	?*ACJ/G<7~�]VQ[
f
)�W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&5S`),+.W.[E_hW/&h{TW/&�i�STWT'*)3-Ti:&^Y�&

< a, b >
�*'*[�'^k`)]U3'N-.[Eoz[

g�[EW.[E'*[EWTW/&Cc
± B/=�OCH:OTAC7NP�?*ACJ/B�À� 5&1+/[ERTb*U3W.)hg
��{.)

f
W.)X)8g�[EW.[E'*[EWTW/&Cc� �[EVC&(��)3'*)1Uz&Eg�[NU3'*[zkC'*),Y.W.[T�
{.)}i

'*[E_hS�U,Y.bQ{/&(�Lg�[z��)hg¹+�&4W/&Eg�)3-TS.g�'N-TS¥'*[E{TVTS�[E'
< a, b >

e%W/&(RT-TS.g�)3-
x1
�
x2
S
x3
�	_^&4VQ[EST'*[

x1 < x2 < x3
��W.[�W.)})`itU3SCY�&4WTSTVQ[zk�[E'�i*)3-TSTohST'*)8W.)3-/&(i*)3W.U3'Ni:&

f(x1) < f(x2) < f(x3)
SCY.S

f(x1) > f(x2) > f(x3) ­ '(c )NcdiNkC-TW.[5)�SCY.S f(x1) < f(x2) > f(x3)
�QSCY.S

f(x1) > f(x2) < f(x3)
c��

i5+.i:&('E&\U,Y.bQ{/&(k8g�[z��)hg�+�&�W/&Eg�)3-TS.g�{TS.U,Y/[
y
�CVQ[N)3'*[\Uh)%U3�#+.��-:�5&|),+.W.[EiN-.)hg�)3WTW.[\i~STWT'*)3-Ti:&^Y.ST'*)

(f(x1), f(x2))
S

(f(x2), f(x3))
c


	Y/),+/U3'NiNS.) p c í�R.[EVC&(_hi:&C��{.)�U3���5)hU3'NiNbQi:&('¥'*[E{TVTS
z1 ∈ (x1, x2)

S
z2 ∈ (x2, x3)

��_^&yVQ[EST'*[
f(z1) = f(z2) = y

c������XVC&('*[\[E{.)3iNSC+.W.[
z1 6= z2

�C'*[
f
W.)�)%),+.W.[E_hW/&h{TW/&Cc

��[NU,Y/),+.WTST'*)\+.i:&8-.)3_hb^Y.'E&('E&XWTSt+�&(i:&('1iN��_zg�[z�~W.[NU3'4+�&}-/&(_ho�Y/)3�5+�&Eg�)}[N�E-/&('NWTS�j�bQWTVTZTSTS�W/&
W.)3RT-.)3VT��U3W/&('NS�j�bQWTVTZTSTS��.VQ[EST'*[|Uz&5+/)hj�STWTST-/&(WTS1i\WTkCVQ[E���.�.�~¡ï�#�(�z�/c
�]{.)3iNSC+.W.[|[E'|'^kQaXU,Y/),+.i:&C�
{.)�&(VQ[5+�&^+/)3W/&~j�bQWTVTZTSTk8)�W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&\i\WTkCVQ[E�XSTWT'*)3-Ti:&^YI�.'*[

��&*�5[N�E-/&(_h�/'yW/&4'*[E_hS�STWT'*)3-Ti:&^Yx)8[E'NW.[Ei*[�STWT'*)3-Ti:&^Y¹�Å�N)3_X_hW/&h{.)3WTS.)8+�&^Y.SL)8[Eoh-/&(WTST{.)3WLSCY.S
_^&('Ni*[E-.)3W���S

�Å�:��j�bQWTVTZTSTkC'E&~)�[N�E-/&('NS.g	&~'*[E{TW.[~'*[Eo3&(i:&C�.VQ[Eo3&('*[|)�g�[EW.[E'*[EWTW/&Cc
�I)3_hS1b*U,Y/[EiNSTkXUz&5U3���5)hU3'Ni*)3WTS�c!�%&(RT-TS.g�)3-4j�bQWTVTZTSTkC'E&

f(x) =

{
x ; x ∈ Q

−x ; x /∈ Q

)5[N�E-/&('NS.g	&`i}STWT'*)3-Ti:&^Y�&
(−∞,∞)

S�VC&(VT'*[`Y/)hU3W.[8Uh)�iNST�5+�&
f−1 = f

��W.[
f
W.) ® g�[EW.[E'*[EWTW/&`i�.�.�*�(ð1STWT'*)3-Ti:&^YIc�"�&E�N),Y/)3��)3'*)N�/{.)

f
)�W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&|),+.STW.U3'Ni*)3W.[\RT-TS

x = 0
c

�]'~+.-TbQo3&~U3'N-/&(W/&~j�bQWTVTZTSTkC'E&

f(x) =

{
x ; x ∈ [−7,−6]
−x ; x ∈ [−1, 1]

)
W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&�i�+/)hj�STWTSTZTS.[EWTW/&('E&�U3S|[N�(Y�&EU3'
Df = [−7,−6]∪ [−1, 1]

S|)�[N�E-/&('NS.g	&`��R.[EVC&(��)3'*)N�
{.)|VC&(VT'*[4R.[8e�oz[E-.)

f−1 = f
�,�<W.[XW.)`)`g�[EW.[E'*[EWTW/&Xe�'^k�)|W/&Eg	&^Y.kCi:&(�~&1i

[−1, 1]
S�-/&EU3'^kC�~&Xi

[−7,−6]
c!��-TST{TSTW/&('E&\)N�.[E{.)3iNSC+.W.[T�T{.)�+/)hj�STWTSTZTS.[EWTW/&('E&|[N�(Y�&EU3'\W/&

f
W.)�)�STWT'*)3-Ti:&^YIc

�ñ'E&(VC&C�\&(VQ[xWTkCVQ[zk¹j�bQWTVTZTSTkªW.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&ÁS¹),+.W.[E_hW/&h{TW/&xixWTkCVQ[E�¹STWT'*)3-Ti:&^YI��'*[x'^k�)
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j�bQWTVTZTSTS�c	�<&(_hSX+/)3�TW.[NU3'`Uh)�[N�(Y/)3VT{/&(i:&\[E'|U3i*[E�.U3'Ni:&('E&\W/&5RT-.[EST_hi*[h+.WTST'*)N�/VQ[EST'*[\-/&(_ho�Y/)3�5+�&Eg�)�i
U,Y/),+.i:&(��STk5'*)3VQU3'(c���bQV5�5)�[E'*�N),Y/)3�~S.g
�:{.)
&(VQ[�WTkCVQ[zk\j�bQWTVTZTSTk�S.g	&�RT-.[EST_hi*[h+.W/&�i�+�&^+/)3W/&�'*[E{TVC&
��W/&(RT-TS.g�)3-

x
�,��'*[8U3���5)hU3'NiNbQi:&

lim
y→x

f(y)−f(x)
y−x

c~�]'}'*[Ei:&}[E{.)3iNSC+.W.[XU,Y/),+.i:&C��{.)~)�iNkC-TW/&}U,Y/),+.W/&('E&
'*)h[E-.)hg	&Cc

µ#DÍÌ ¼ 7:B/;<7Q½�O1�]VQ[
f
)�+.S.j%)3-.)3WTZTST-Tb*)hg	&~i\'*[E{TVC&('E&

x
�C'*[~'^kX)�W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&\i~'E&(_hS1'*[E{TVC&Cc

���E-/&('NW.[E'*[\W.)%)�iNkC-TW.[T�TVC&(VT'*[\�5)�Uh)�bC�N),+.S.g¥R.[5e	W/&^+/[(Y.b*c
��[Eo3&('*[�i� �)hj�STWTSTZTSTk�lCc Ê
Uh)d-/&(_ho�Y/)3�5+�&]Uz&Eg�[�Y.kCi:&�SCY.S�+.kTU3W/&�oh-/&(WTSTZ/&��5)�oz[Ei*[E-TS.gXU3��[E'Ni*)3'NW.[

_^&�Y.kCi:&
f ′l
SCY.S8+.kTU3W/&

f ′r
RT-.[EST_hi*[h+.W/&\W/&

f
i~'*[E{TVC&('E&

x
c

�%&(RT-TS.g�)3-¥j�bQWTVTZTSTkC'E& |x| i1'*[E{TVC&('E& 0
S.g	&8Y.kCi:&XRT-.[EST_hi*[h+.W/& −1

S�U3��[E'Ni*)3'NW.�1+.kTU3W/&
+1
c


	Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[ |x| @�w<½�O�9<;<B/GIH:J/B*K	@<O}RT-TS x = 0 ­ iN��RT-.)3VTS1'*[Ei:&~'^k1[E{.)3iNSC+.W.[|)%W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&RT-TS
x = 0

c���)3�5[4R.[Ei*)3{.)N�	g�[z��)`+�&1Uh)|R.[NU3'N-.[ES�j�bQWTVTZTSTk��dVQ[zkC'*[�)|W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&�iN��i�i*U�kCVC&
'*[E{TVC&\[E'

R
S8W.)�RT-TST'*)3�5&(i:&~RT-.[EST_hi*[h+.W/&\i~WTSTVQ[N)

x ∈ R
c

¦�)�VC&(_hi:&Eg�)N��{.)
f
)%+.S.j%)3-.)3WTZTST-Tb*)hg	&}i8gdW.[z��)hU3'Ni*[E'*[

A ⊂ R
��&(VQ[

f
S.g	&|RT-.[EST_hi*[h+.W/&}iN��i

i*U�kCVC&�'*[E{TVC&�W/&
A
cd�¥'*[E_hS8U,Y.bQ{/&(�`i

A
)
+/)hj�STWTST-/&(W/&�j�bQWTVTZTSTkC'E&

g = f ′
S}[E{.)3iNSC+.W.[5g�[z��)hgy+�&

-/&(_ho�Y/)3�5+�&Eg�)�RT-.[EST_hi*[h+.W/&('E&
g′
W/&

g
e!'^kXUh)�W/&(-TST{/&X�(�5���Q�|�E���(�C¢E�(�(²(�.�|W/&

f
S1Uh)%[E_hW/&h{/&(i:&|U3��U

U3S.gdi*[(Y.ST'*)
f ′′
�
f (2) SCY.S d2f

dx2

c
��[X'*[E_hS�W/&h{TSTW�g�[z��)hgª+�&}+/)hj�STWTST-/&Eg�)1�E���(�C¢E�(�(²(�.���(�ÿ�.�Xõ%�(�.�h�(�|�#¡3²tW/&Xj�bQWTVTZTSTkC'E&

f ­[N�ESTVTW.[Ei*)3W.[\'*)%Uh)�[E_hW/&h{/&(i:&('}U3��U�U3S.gdi*[(Y.ST'*)
f (n) SCY.S dnf

dxn

c
µ#D¶Ð ¼ 7:B/;<7Q½�O1�]VQ[\j�bQWTVTZTSTST'*)

f
S
g
S.g	&('\RT-.[EST_hi*[h+.WTS1i~'*[E{TVC&('E&

x
S
α
S
β
Uz&5VQ[EW.U3'E&(WT'NS��

'*[|S4j�bQWTVTZTSTST'*)
αf + βg

S
fg
Uz&~+.S.j%)3-.)3WTZTST-Tb*)hgdS�i

x
S

(αf(x) + βg(x))′ = αf ′(x) + βg′(x)S
(f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

c
 �[EVC&(_^&('*),Y/U3'Ni*[�W/&�'E&(_hS5'*)h[E-.)hg	&�)�U3��i*Uh)hg�U3'E&(WC+�&(-T'NW.[�S�WTkTg	&�+�&�oz[]-/&(_ho�Y/)3�5+�&Eg�)�R.[h+.-.[N�EW.[Tc

"�&�bQRT�/'Ni:&(W.)t�5)t[E'*�N),Y/)3�~S.g
��{.)t_^&�+/[EVC&(_^&('*),Y/U3'Ni*[LW/&�iN'*[E-.[E'*[�-/&(i*)3W.U3'Ni*[L)�R.[(Y/)3_hW.[¥+�&�Uh)
ST_hiN��-T¯�SXRT-.)h[N�E-/&(_z[Ei:&(WTS.)3'*[
f(x+ h)g(x + h) − f(x)g(x) = f(x+ h)g(x + h) − f(x+ h)g(x) + f(x+ h)g(x) − f(x)g(x)SXU,Y/),+1'*[Ei:&�+�&~Uh)�ST_hR.[(Y._hi:&\�I)h[E- ® g	È|lCc n.c
µ#DÇÒ ¼ 7:B/;<7Q½�Oy����&(�.�EWTSTZ����]VQ[~j�bQWTVTZTSTST'*)

f
S
g
S.g	&('~RT-.[EST_hi*[h+.WTS8+/[5-.),+

n
iNVCY.Ä�{TST'*),Y.W.[T�

'*[4RT-.[EST_hi*),+/)3WTS.)3'*[tS.g¹U3���5[4S.g	&4RT-.[EST_hi*[h+.W/&t[E'�-.),+
n
�dVQ[zkC'*[�g�[z��)`+�&4�E�#+/)}ST_h{TS.U,Y/)3W/&4R.[

U,Y/),+.WTSTk8W/&h{TSTW�«
pNp



(L) (fg)(n) = f (n)g +

(
n

1

)
f (n−1)g′ +

(
n

2

)
f (n−2)g′′ + · · · +

(
n

k

)
f (n−k)g(k) + · · · + fg(n)

± B/=�OCH:OTAC7NP�?*ACJ/B�Ày��-TS
n = 1

j%[E-.gdb^Y�&('E&�W/&���&(�.�EWTSTZx)`+/[EVC&(_^&(W/&ti��I)h[E-.)hg	&ylCc á c� 5&
+/[ERTb*U3W.)hg�Uh)3o3&C�	{.)}j%[E-.gdb^Y�&('E& º�� » )`iNkC-TW/&4_^& k ≤ n

c���[4+/)hj�STWTSTZTSTk
f (n+1) = d

dx
(f (n))

_^&
i*U�kCVC&\j�bQWTVTZTSTk

f
�TÈ~U3��o�Y�&EU3W.[\W/&(¯~&('E&�aCSTR.[E'*)3_^&

(fg)(n) =
n+1∑

k=0

(
n

k

)
f (n−k+1)g(k).


	Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[

(fg)(n+1) = (f (n)g)′ +

(
n

1

)
(f (n−1)g′)′ + · · · +

(
n

k

)
(f (n−k)g(k))′ + · · · + (fg(n))′ =

f (n+1)g + f (n)g′ +

(
n

1

)
f (n)g′ +

(
n

1

)
f (n−1)g′′ + · · · +

(
n

k

)
f (n−k+1)g(k) +

(
n

k

)
f (n−k)g(k+1)

+ · · · + f ′g(n) + fg(n+1) = f (n+1)g +

((
n

0

)
+

(
n

1

))
f (n)g′ +

((
n

1

)
+

(
n

2

))
f (n−1)g′′+

+ · · · +
((

n

k − 1

)
+

(
n

k

))
f (n−k+1)g(k) + · · · +

((
n

n− 1

)
+

(
n

n

))
f ′g(n) + fg(n+1)


�)3o3&~[NU3'E&(i:&5+�&5ST_hR.[(Y._hi:&Eg�)%'N���5+/)hU3'Ni*[E'*[ (
n+1
k

)
=

(
n
k−1

)
+

(
n
k

) _^&�+�&�R.[(Y.bQ{TS.g

(fg)(n+1) = f (n+1)g +

(
n+ 1

1

)
f (n)g′ + · · · +

(
n+ 1

k

)
f (n−k+1)g(k) + · · · + fg(n+1)

 �[EVC&(_^&('*),Y/U3'Ni*[E'*[}U,Y/),+.i:&~[E'~RT-TSTWTZTSTR/&~W/&~g	&('*)hg	&('NST{.)hU3VC&('E&|STWC+.bQVTZTSTk�c
µ#D�ê Þ O:K	O��<O|×`�(�*�(Ø¨¡3�~¡,Ù!°C¡%�E���4�*�¿�.�E�(�Q³.�5�|�(��� Û�� �¿�/¡3²E�(���Q�N�E¡3�.�h�~�(�(�5�

f (n)g + (−1)n−1fg(n) =
d

dx

(
f (n−1)g − f (n−2)g′ + · · · + (−1)n−1fg(n−1)

)
.

��)3VC&
f
S.g	&�RT-.[EST_hi*[h+.W/&yi�'*[E{TVC&('E&

x
cª�I[Eo3&(i:&y-/&(_3Y.STVC&('E&

f(x + h) − f(x) = ∆xf(h)
)

 E¡£¢(�3�Q�Eð.�.�4¤��z�.�*� Ú �*�.�*�.�Q³¨RT-TS h = 0
c¨�üVQ[Ng�)3WT'E&(-/&yW/&y��-TS.g�)3-¸lCc p �N)3¯5)4[E'*�N),Y.kC_^&(W.[T�
{.)

∆xf(h)
)�U3bCg	&�W/&�Y.STW.)3�TW/&�j�bQWTVTZTSTk~W/&

h
S`�N)3_hVT-/&(�TW.[�g	&^Y.VC&%j�bQWTVTZTSTk~W/&

h
[E'%-.),+`R.[�eIoz[(Y.kTg

[E'
1
«
∆xf(h) = cxh+ αx(h); lim

h→0

αx(h)
h

= 0
c!�]'\VC&(_^&(W.[E'*[~+/[~'NbQVX)�kTU3W.[T�T{.)

cx = f ′(x)
c

µ#DÇì ± 7:uXG<@<G<s<G�w~��STW.)3�TW/&('E&
{/&EU3'
dxf(h)

W/&�W/&(-/&EU3'Ni:&(W.)3'*[
∆xf(h)

Uh)�W/&(-TST{/&�+.S.j%)3-.)3WTZTS/&^Y
W/&~j�bQWTVTZTSTkC'E&

f
)�'*[E{TVC&('E&

x
c

�]{.)3iNSC+.W.[
dxf(h) = cxh = f ′(x)h

cd��-:kT�Ei:&�+�&�Uh)�S.g	&�RT-.),+\iNSC+I�*{.)�ST_h-/&(_h�/'
dxf

)
[E_hW/&h{.)3WTS.)
W/&|Y.STW.)3�TW/&('E&8j�bQWTVTZTSTk

cxh
S�-/&(_z�EST-/&8Uh)5RT-.),+/U3'E&(iEY.kCi:&t�/¡3²E¡¬�.�Q¤ U3S.gdi*[(Yte�i8U3����STktUhgdS.U3�#YI�

i`VQ[E�T'*[`W/&(RT-TS.g�)3-�U3S.gdi*[(Y.�/'
sin

)�[N�E�5[ERT-TS.)3'*[`S.g�)�W/&|ST_hi*)hU3'NW/&|'N-TSToz[EW.[Ng�)3'N-TST{TW/&8j�bQWTVTZTSTk�c
p l



©�)hU3'*[Xi4[E_hW/&h{.)3WTS.)3'*[4_^&}+.S.j%)3- ® WTZTS/&^Y¥Uh)~RT-.[Eb*U3VC&1STWC+/)3VQUz& x S�Uh)\RTST¯5)~RT-.[NU3'*[ df(h) ­ U3���5['E&(VC&�)][N�E�5[ERT-TS.)3'E&�RT-/&(VT'NSTVC&�i�g	&('*)hg	&('NST{.)hU3VC&('E&�Y.ST'*)3-/&('NbQ-/&%+�&%W.)]Uh)�[E'*�N),Y.kC_hi:&%S8&(-TohbCg�)3WT'E&
W/&`j�bQWTVTZTSTkC'E&

dxf(h)
S4+�&`Uh)�RTST¯5)5RT-.[NU3'*[

df
c�$�U3W.[8)N�#{.)~Uh)�RT-.),+.R.[(Y�&(o3&8_^&|RT-.),+.i:&(-TST'*),Y.W.[

ST_hi*)hU3'NW/&~'*[E{TVC&('E&C�.i\VQ[zkC'*[|Uh)�-/&(_ho�Y/)3�5+�&~+.S.j%)3-.)3WTZTS/&^Y�&5W/&
f
c

�<&(VC&%W/&(RT-TS.g�)3-|_^&�j�bQWTVTZTSTkC'E&
i(x) = x

S.g	&Eg�)
dxi(h) = i′(x)h = h

cd��)�U3��i*Uh)hg�VQ[E-.)3VT'NW.[�[E'
Y/[EohST{.)hU3VC&�o�Y/),+.W/&�'*[E{TVC&C�*W.[ ® [N�E�5[ERT-TS.)3'*[�i*g�)hU3'*[ dxi(h) +�&�Uh)�RTST¯5)�RT-.[NU3'*[ dx c	
	Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[
dx

)�Y.STW.)3�TW/&¥j�bQWTVTZTSTk���VQ[zkC'*[¥+/)hU3'NiNbQi:&�R.[¥U,Y/),+.WTSTk¸W/&h{TSTW
dx(h) = h

cü��[�'E&(VT��iLW/&h{TSTW
+.S.j%)3-.)3WTZTS/&^Y.�/'}W/&~RT-.[EST_hi*[(Y.W/&`j�bQWTVTZTSTk1g�[z��)�+�&\Uh)%ST_h-/&(_hS4R.[NU3-.),+/U3'Ni*[Ng

dx
c
�I[Ei:&`)%iNkC-TW.[T�

_^&(�5[E'*[%RT-.[EST_hi*),+/)3WTS.)3'*[�W/&�VQ[EW.U3'E&(WT'E&�S~Y.STW.)3�TW/&%j�bQWTVTZTSTk\)�[E'NW.[Ei*[�Y.STW.)3�TW/&%j�bQWTVTZTSTk�«
dxf =

df = cxdx = f ′(x)dx
c!"�W/&h{TS8RT-.[EST_hi*[h+.W/&('E&

f ′(x) ® {/&EU3'NW.[~W/&%+.i*)�Y.STW.)3�TWTSXj�bQWTVTZTSTS`e df S dx c
Þ OTß/7NP�7Nà�=�O}�]{.)3iNSC+.W.[�)�[E'%oz[E-TWTST'*)�-/&(_zU3���5+/)3WTSTk��Q{.)]&(VQ[�U3���5)hU3'NiNbQi:&�+.S.j%)3-.)3WTZTS/&^Y.�/'�W/&

WTkCVQ[zk1j�bQWTVTZTSTk��C'*[5'*[E�1)�),+.STW.U3'Ni*)3W�c
µ#DÇî ¼ 7:B/;<7Q½�O1�]VQ[\j�bQWTVTZTSTST'*)

f
S
g
Uz&�+.S.j%)3-.)3WTZTST-Tb*)hgdS1i~'*[E{TVC&('E&

x
�C'*[

��&*�	_^&%i*Uh)3VTS`+.i*)]VQ[EW.U3'E&(WT'NS
α
S
β
j�bQWTVTZTSTkC'E&

αf +βg ® +.S.j%)3-.)3WTZTST-Tb*)hg	&�S dx(αf +βg) =
αdxf + βdxg

S
�Å�:� ∃ dx(fg) S dx(fg) = f(x)dxg + g(x)dxf = fdg + gdf

c
��)3VC&�Uh)3o3&
j�bQWTVTZTSTkC'E&

y = f(x) ® +.S.j%)3-.)3WTZTST-Tb*)hg	&
RT-TS x = x0
S
z = g(y) ® +.S.j%)3-.)3WTZTST-Tb*)hg	&RT-TS

y = y0 = f(x0)
c

µ#D q Ý ¼ 7:B/;<7Q½�O¥Â�bQWTVTZTSTkC'E&
F (x) = g(f(x)) ® +.S.j%)3-.)3WTZTST-Tb*)hg	&Xi1'*[E{TVC&('E& x0

S
F ′(x0) =

g′(y0)f
′(x0)

c
± B/=�OCH:OTAC7NP�?*ACJ/B�À%É����1VC&('*[

f
)�+.S.j%)3-.)3WTZTST-Tb*)hg	&C�#'*[

f(x0 + h) − f(x0) = f ′(x0)h + α(h)VC&('*[
α
)~j�bQWTVTZTSTk���_^&`VQ[zkC'*[

lim
h→0

α(h)
h

= 0
c~�]W/&^Y/[EohST{TW.[

g(y0 + k) − g(y0) = g′(y0)k + β(k)
U

lim
k→0

β(k)
k

= 0
c

 5&\R.[(Y/[z�~S.g¸Uh)3o3&
f(x0 + h) = y0 + k

c���[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)�R.[NU,Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[
F (x0 + h) − F (x0) =

g(f(x0 + h)) − g(f(x0)) = g(y0 + k) − g(y0) = g′(y0)k + β(k)
cLè]{.)3iNSC+.W.[

k = f(x0 + h) −
y0 = f(x0 + h) − f(x0) = f ′(x0)h + α(h)

c¥�]VQ[EWT{/&('*),Y.W.[�R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)
F (x0 + h) − F (x0) =

g(y0)f(x0)h+ g′(y0)α(h) + β(k)
c

 5&�R.[(Y/[z�~S.g
γ(h) = g′(y0)α(h) + β(k)

cx"�&4+�&4+/[EVC&(��)hgÃ'*)h[E-.)hg	&('E&�)}+/[NU3'E&('N�:{TW.[�+�&tUh)
bC�N),+.S.g
�*{.)

lim
h→0

γ(h)
h

= 0
cd��[ γ(h)

h
= g′(y0)

α(h)
h

+ β(k)
h

c	�]'�ST_z�N[E-/&�W/&
α
U,Y/),+.i:&C�:{.)

g′(y0)
α(h)
h

→ 0
RT-TS

h → 0
c�"�W/&h{TS�[NU3'E&(i:&~+�&5R.[EVC&(��)hg
��{.)

lim
h→0

β(k)
h

= 0
c	 5&5_^&E�N),Y/)3�~S.gLRT��-Ti*[T�.{.)

k = k(h) =

f ′(x0)h + α(h) → 0 h → 0 ­ W.)3�5[|R.[Ei*)3{.) k
h

= f ′(x0) + α(h)
h

→ f ′(x0)
RT-TS

h → 0
c���g	&Eg�)5U,Y/),+

'*[Ei:& β(k)
h

= β(k)
k

k
h
→ 0.f ′(x0) = 0

&(VQ[
k 6= 0

c�"�&\+�&\-/&E�N[E'NS�'*[Ei:&\-/&(_zU3���5+/)3WTS.)5S4RT-TS
k = 0

)
+/[NU3'E&('N�:{TW.[\+�&�+/[N[ERT-.),+/),Y.S.gLj�bQWTVTZTSTkC'E&

β
SXRT-TS

k = 0
VC&('*[\R.[(Y/[z�~S.g

β(0) = 0
c

µ#D q/q4¼ 7:B/;<7Q½�O�Â�bQWTVTZTSTkC'E&
g(y) = 1

y

)�+.S.j%)3-.)3WTZTST-Tb*)hg	&~RT-TS
y 6= 0

S
g′(y) = − 1

y2
c

± B/=�OCH:OTAC7NP�?*ACJ/B�À
g(y+k)−g(y) = 1

y+k− 1
y

= −k
y(y+k)

c	
	Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[ ∆yg(k)
k

= g(y+k)−g(y)
k

=

− 1
y(y+k) → − 1

y2
RT-TS

k → 0
c

µ#D q µ¨ë�P�7EK	?*ACJ/G<7t�]VQ[
f
S
g
Uz&8+.S.j%)3-.)3WTZTST-Tb*)hgdS¥i4'*[E{TVC&('E&

x0
�d'*[1S�j�bQWTVTZTSTkC'E& f

g

S.g	&
RT-.[EST_hi*[h+.W/&\'E&Eg¥S (

f(x)
g(x)

)′

x=x0

= f ′(x0)g(x0)−f(x0)g′(x0)
g2(x0)

��&(VQ[T�T-/&(_z�EST-/&\Uh)N�
g(x0) 6= 0

�,c
± B/=�OCH:OTAC7NP�?*ACJ/B�À| 5&8+/[ERTb*U3W.)hg
�d{.) ∃ g′(x0)

S
g(x0) 6= 0

c4�]'1'*)h[E-.)hg	&�lCc ù U,Y/),+.i:&C�d{.)\_^&
h(x) = 1

g(x) ∃ h′(x0) = − g′(x0)
g2(x0)

c

p Ê



��bQ�~WTSTkC'\-.)3_hb^Y.'E&('`Uh)�R.[(Y.bQ{/&(i:&\[E'\�I)h[E-.)hg	&|lCc á SX[E'\'*[Ei:&C�T{.) (
f
g

)′
= (f 1

g
)′ = f(1

g
)′ + f ′ 1

g

c
µ#D q µ#D q ë�P�7EK	?*ACJ/G<78�]'|lCc p l5R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)N�.{.)

d
(
f
g

)
= g d(f)−f d(g)

g2
c

µ#D q Æ	��
:B/;<7Q½�O���)3VC&
f
)`W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&tS�RT-TST'*)3�5&(i:&�[N�E-/&('NW/&�j�bQWTVTZTSTk

g
it[EVQ[(Y.W.[NU3'N'E&

O = (x0 − ε, x0 + ε)
W/&4'*[E{TVC&('E&

x0
c��]VQ[�U3���5)hU3'NiNbQi:&

f ′(x0) 6= 0
�	'*[tU3���5)hU3'NiNbQi:&�S

g′(y0)
�

VT�#+/)3'*[
y0 = f(x0)

S
g′(y0)f

′(x0) = 1
c

± B/=�OCH:OTAC7NP�?*ACJ/B�À��]'~�I)h[E-.)hg	& p c p m�U,Y/),+.i:&C�C{.)
g
)]W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&~i

U = f(O)
S8g�[EW.[E'*[EWTW/&

��VC&(VT'*[tS
f
�%j�bQWTVTZTSTk�cy�]VQ[

x + h ∈ O
��'*[4R.[(Y�&(o3&Eg�)

y0 + k = f(x0 + h) ∈ U
c�$�U3W.[t)N��{.)

h → 0 ⇐⇒ k → 0
c%É�����VC&('*[

f
)%+.S.j%)3-.)3WTZTST-Tb*)hg	&C��'*[

f(x0 + h) − f(x0) = f ′(x0)h + α(h)
c

��[NU,Y/),+.W.[E'*[4-/&(i*)3W.U3'Ni*[�g�[z��)|+�&1Uh)\_^&(RTST¯5)|'E&(VC&C«
k = f ′(x0)h + α(h)

c�"�W/&h{TS
h = 1

f ′(x0)
k −

1
f ′(x0)

α(h)
�*'*[N)hU3'

g(y0+k)−g(y0) = 1
f ′(x0)k−

1
f ′(x0)

α(h)
cI �[EVC&(_^&('*),Y/U3'Ni*[E'*[%�5)��E�#+/)�_^&(iN��-T¯5)3W.[T�

&(VQ[`Uh)�bC�N),+.S.g
�/{.)
lim
k→0

α(h)
k

= 0
�/V.� ® '*[|[E_hW/&h{/&(i:&C�#{.) − 1

f ′(x0)α(h)
)��N)3_hVT-/&(�TW.[}g	&^Y.VC&`j�bQWTVTZTSTk

W/&
k
[E'�-.),+¸R.[(efiNS.Uh[EV¨[E'�),+.W.[Tc���[�'*[Ei:&�)4[E{.)3iNSC+.W.[T« α(h)

k
= α(h)

h
h

f(x0+h)−f(x0)

c�"�&t+.i:&('E&
gdW.[z�~ST'*),Y.kXS.g	&Eg�)%U3��[E'Ni*)3'NW.[ α(h)

h
→ 0

VQ[Eo3&('*[
h
�CSCY.SXVQ[N)3'*[\)�),+.W.[5SXU3���5[

k
VCY/[EWTSXVT��g�WTb^Y�&

SXU3��[E'Ni*)3'NW.[ h
f(x0+h)−f(x0) →

1
f ′(x0)

c
É�����VC&('*[1+.S.j%)3-.)3WTZTS/&^Y.�/'�)|),+.STW.U3'Ni*)3W���'*[

dy0g(k) = g′(y0)k
c
�%&(VT'*[1iNSC+.kQaTg�)|R.[Xe�oz[E-.)

Y.STW.)3�TW/&('E&~{/&EU3'\W/&
∆y0g(k) ® 1

f ′(x0)k
c�
	Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[

g′(y0) = 1
f ′(x0)

c
µ#D q ÌyF8;<Gd½�7:;<G
lCc p n.c p � p c p lCc ÊtR.[EVC&(_^&^aTg�)N��{.)Xj�bQWTVTZTSTkC'E&

f(x) = x2 − 6x + 5
)X[N�E-/&('NS.g	&ti�STWT'*)3-Ti:&^Y�&

[3,∞)
c~��kt[NU3i*)3Wt'*[Ei:&8[E{.)3iNSC+.W.[X)�+.S.j%)3-.)3WTZTST-Tb*)hg	&Cc|"�W/&h{TS�_^&}[N�E-/&('NW/&('E&}S�j�bQWTVTZTSTk4S.g	&Eg�)

g′(y) = 1
2x−6

_^&�i*U�kCVQ[
y
�C_^&5VQ[N)3'*[

y = x2 − 6x+ 5
c���_h-/&(_z)3'*)

g′(y)
VC&('*[\j�bQWTVTZTSTk}W/&

y
c

lCc p n.c l ∗ 
!����ST'*)�-/&(_zU3���5+/)3WTSTk|i:&(�5&('�S|_^& p c p lCc n.c��%&(S.U3'NSTW/&C�Cj�bQWTVTZTSTkC'E& f(x) = x3−3x+1S.g	&|RT-.[EST_hi*[h+.W/&
f ′(x) = 3(x2 − 1)

�#RT-TStVQ[N)3'*[
f ′(x) 6= 0

_^&
x ∈ (−1, 1)

c�"�W/&h{TS�_^&\i*U�kCVQ[
y
[E'

STWT'*)3-Ti:&^Y�&
(−1, 3)

U3���5)hU3'NiNbQi:&
g′(y)

S
g′(y) = 1

3(x2−1)

_^&5i*U�kCVQ[
y
�C_^&�VQ[N)3'*[

y = x3 − 3x+ 1
c

�%&t'*[E_hSx)3'E&(Rx)X'N-Tb^+.W.[t+�&�ST_h-/&(_hS.gÃkCiNW.[
g′(y)

VC&('*[�j�bQWTVTZTSTk¥W/&
y
cÁ�I[Ei:&C��VQ[N)3'*[�g�[z��)

+�&8Uh)~VC&(��)N�I{.)
g′(y) = 1

3(4 sin2 α−1)

��VT�#+/)3'*[
α
)5��oh�#Y.�/'4[E' p c p lCc n.c5 �[EVC&(��)3'*) ∗ i*Uh)~R/&(V���{.)~_^&

y ∈ (−1, 3)
S.g	&Eg�)

g′(y) = −2
3

cosα√
3+2y−y2

c
Æ�D ¼ 7:B/;<7Q½�GLH:O�?*;<7EK	@<G<AC7X?*ACB��<@<B/?*ACG!D

�]VC&(_hi:&yUh)N��{.)XWTkCVQ[ESx[E'�U3i*[E�.U3'Ni:&('E&yW/&tRT-.[EST_hi*[h+.W/&('E&�W/&4+�&^+/)3W/&yj�bQWTVTZTSTk
f
[ERT-.),+/),Y.kC'

R.[Ei*),+/)3WTS.)3'*[8W/&
f
�}�*�E°C¡3�h�~�E¡3��&EU3R.)3VT'(c5�I[N)hU3'}+�&^Y.StW/&(RT-TS.g�)3-

f
)�-/&EU3'^kC�~&C��SCY.StST_hRT��VTW/&^Y�&C�

SCY.S�S.g	&]WTkCVC&(VTiNS�+.-TbQohS~U3i*[E�.U3'Ni:&C�E_^&(iNS.U3S5i�oz[(Y.kTg	&�U3'*)3R.)3W~[E'
f ′
cI�<&(_hS~_^&(iNS.U3S.g�[NU3'�Uh)!R.[(Y.bQ{/&(i:&

R.[NU3-.),+/U3'Ni*[NgX'E&(VC&
W/&(-.)3{.)3WTST'*)]�~¡3���#¡¬¤���¢(���Ë�#¡3²(�.�.�~¡	�h�5�(ð.�.�(�h�5�/c��I)	Uh)�R.[zkCiNkCi:&('�U,Y/),+��EbQ-TW.[E'*[
-/&(_hiNST'NS.)%W/&~)hU3'*)hU3'Ni*)3WTST'*)�W/&hbQVTS1RT-.)3_�������� § ����������i.c�
!��_3+�&('*),Y.ST'*)�W/&~U3��iN-.)hg�)3WTWTSTk4&(W/&^Y.ST_[E'4'E&(_hS¥)3R.[haQ&¥�Å��Ä�'*[EW�����&(�.�EWTSTZ�����)3-TWTb^Y.S�Sy+.-�c �ª[N�E-/&(_hW.[4VC&(_^&(W.[tUz&1�ESCY.S¨0,_^&('N-TbQR/&(WTSI0`[E'
gdW.[z��)hU3'Ni*[%�(Y/)hU3'^kC��S\[E'NVT-TST'NSTk5S�R.),+�&(WT'NST{TW.[E'*[%[N�zkTU3W.)3WTS.)�W/&�gdW.[Eoz[�[E'�R.[(Y.bQ{.)3WTST'*)�-.)3_hb^Y.'E&('NS
i*)3-.[zkC'NW.[\W.)%)��ESCY/[~o�Y�&(iNW/&('E&\S.g�_^&^+�&h{/&Cc

�I[�Uh)`+�&(i:&t[E'�U,Y/),+.i:&(��ST'*)8R.[EVQ[(Y/)3WTSTkLg	&('*)hg	&('NSTZTSLR.[NU3-.),+/U3'Ni*[Ng�'*)h[E-.)hgdST'*)X_^&�U3-.),+.WTST'*)
U3'*[E�TW.[NU3'NS�c	��)3-.[zkC'NW.[%'*)�Uz&�RT��-TiNST'*)�RT-TS.g�)3-TS|_^&�RCY/[h+/[E'Ni*[E-TW.[�ST_hR.[(Y._hi:&(W.)]W/&�'E&(VC&%W/&(-.)3{.)3WTST'*)
0,{TS.U3'NSI01-.)3_hb^Y.'E&('NS¸_^&�U3���5)hU3'NiNbQi:&(W.)1e~'*[N)hU3'(�
+/[EVC&(_hi:&�Uh)N��{.)1+�&^+/)3W¸[N�N)3VT'¥U3���5)hU3'NiNbQi:&C�% E¡£¢
²(�(�/�,�.�.�.�~¡¬�.�.�~�.� Ú ���Q¤��E�.�Q³4_^&�W.)3oz[EiNST'*)�U3i*[E�.U3'Ni:&Cc
Æ�D q¸¼ 7:B/;<7Q½�O¹�fÂ�)3-.g	&*�~��)3VC&tj�bQWTVTZTSTkC'E&

f
)}+/)hj�STWTST-/&(W/&�i�STWT'*)3-Ti:&^Y�&

(a, b)
S¥+/[NU3'NSTo3&

W/&(�Cefoz[(Y.kTg	&('E&t��W/&(�Ceïg	&^Y.VC&('E&*��U3S�U3'*[E�TW.[NU3'}i|WTkCVQ[zk4'*[E{TVC&
x0 ∈ (a, b)

c��]VQ[`U3���5)hU3'NiNbQi:&
f ′(x0)

�
'*[

f ′(x0) = 0
c

p n



± B/=�OCH:OTAC7NP�?*ACJ/B�À� 5&
RT-.),+.R.[(Y/[z�~S.g4_^&�[ERT-.),+/),Y/)3W.[NU3'(�*{.)
f(x0) ® �.�Eð.õÅ¤��z�.�*�E�5��U3'*[E�TW.[NU3'�W/&

f
c<�I[Eo3&(i:&�_^&]i*U�kCVQ[

h
�E_^&�VQ[N)3'*[

x0+h ∈ (a, b) ® ST_hRT�#Y.W.)3W.[�W.)3-/&(i*)3W.U3'Ni*[E'*[ f(x0+h)−f(x0) ≥ 0
c


	Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[
f ′l (x0) = lim

h→−0

f(x0+h)−f(x0)
h

≤ 0
S
f ′r(x0) = lim

h→+0

f(x0+h)−f(x0)
h

≥ 0
c���[\b*U,Y/[EiNS.)

j�bQWTVTZTSTkC'E&
f
)�+.S.j%)3-.)3WTZTST-Tb*)hg	&~i

x0 ­ _hW/&h{TS 0 ≤ f ′l (x0) = f(x0) = f ′r(x0) ≤ 0
S
f ′(x0) = 0

c
Æ�D¶µ ¼ 7:B/;<7Q½�O��Å�<[(Y#�I 5&�RT-.),+.R.[(Y/[z�~S.g
�C{.)�j�bQWTVTZTSTkC'E&

f
)
W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&�i�STWT'*)3-Ti:&^Y�&

[a, b]
�

+.S.j%)3-.)3WTZTST-Tb*)hg	&�)Xi
(a, b)

S
f(a) = f(b)

c��I[Eo3&(i:&�U3���5)hU3'NiNbQi:&�'*[E{TVC&
ξ ∈ (a, b)

��_^&�VQ[zkC'*[
f ′(ξ) = 0

c
± B/=�OCH:OTAC7NP�?*ACJ/B�À|�]'8�I)h[E-.)hg	& p c á U,Y/),+.i:&C��{.)

f
+/[NU3'NSTo3&}W/&(�Ceïg	&^Y.VC&('E&XU3StS�W/&(�Cefoz[(Y.kTg	&('E&

U3S8U3'*[E�TW.[NU3'NSXi~WTkCVQ[ES8'*[E{TVTS
x−

S
x+

[E'
[a, b]

c	�]VQ[�R.[EW.)�),+.W/&5[E'~'*[E{TVTST'*)
x± ® -/&(_3Y.ST{TW/&~[E' aS

b
�T'*[~[E'|�I)h[E-.)hg	&('E&\W/&\Â�)3-.g	&\U,Y/),+.i:&C�T{.)�i~'E&(_hSX'*[E{TVC&~RT-.[EST_hi*[h+.W/&('E&|)�WTb^Y�&Cc
�¹RT-.[E'NSTi*)3W�U,Y.bQ{/&(�

f(x−) = f(x+)
��_^&(�5[E'*[

f(a) = f(b)
��S�'N����VC&('*[ ∀ x ∈ (a, b)

S.g	&Eg�)
f(x−) ≤ f(x) ≤ f(x+)

�T'*[
f
)�VQ[EW.U3'E&(WT'E&Cc
"�W/&h{TS

f ′(x) = 0 ∀ x ∈ (a, b)
c

Æ�DÇÆ ¼ 7:B/;<7Q½�O��Å��[E¯�S�����)3VC&�j�bQWTVTZTSTST'*)
f
S
g
Uz&�W.)3RT-.)3VT��U3W/&('NSXi

[a, b]
S`+.S.j%)3-.)3WTZTST-Tb*)hgdS

i
(a, b)

c�
!���5)hU3'NiNbQi:&5'*[E{TVC&
ξ
[E'

(a, b)
_^&�VQ[zkC'*[|)�ST_hRT�#Y.W.)3W.[\-/&(i*)3W.U3'Ni*[E'*[

(f(b) − f(a))g′(ξ) = (g(b) − g(a))f ′(ξ)

�]VQ[}RT-TS�'*[Ei:&
g′(x) 6= 0

_^&`i*U�kCVQ[
x ∈ (a, b)

��'*[
g(a) 6= g(b)

U3��o�Y�&EU3W.[8'*)h[E-.)hg	&('E&}W/&`�<[(Y�S
U,Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[`g�[z��)hg¥+�&�_^&(RTST¯5)hg�R.[NU,Y/),+.W.[E'*[\-/&(i*)3W.U3'Ni*[\'E&(VC&C«

f(b) − f(a)

g(b) − g(a)
=
f ′(ξ)
g′(ξ)

± B/=�OCH:OTAC7NP�?*ACJ/B�À����E-/&(_hbQi:&Eg�)�j�bQWTVTZTSTkC'E&
h(x) = (f(b) − f(a))g(x) − (g(b) − g(a))f(x)

�]{.)3iNSC+.W.[
h
)�W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&~i

[a, b]
S`+.S.j%)3-.)3WTZTST-Tb*)hg	&�i

(a, b)
c���U3i*)3W8'*[Ei:&

h(a) = f(b)g(a) −
f(a)g(a) − g(b)f(a) + g(a)f(a) = f(b)g(a) − f(a)g(b)

c!�]W/&^Y/[EohST{TW.[
h(b) = f(b)g(a) − f(a)g(b)

c
�]'|�I)h[E-.)hg	&('E&\W/&5�<[(Y�U,Y/),+.i:&C�T{.)%U3���5)hU3'NiNbQi:&

ξ ∈ (a, b)
�T_^&5VQ[zkC'*[

h′(ξ) = 0
c

Æ�DÍÌ�ë�P�7EK	?*ACJ/G<7��Å�I)h[E-.)hg	&~W/&5��&(oh-/&(WT� ­ �I)h[E-.)hg	&~_^&5U3-.),+.WTST'*)�U3'*[E�TW.[NU3'NS���]VQ[
f ® W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&}i [a, b]

S1+.S.j%)3-.)3WTZTST-Tb*)hg	&|i
(a, b)

�#'*[ ∃ ξ ∈ (a, b)
��_^&\VQ[zkC'*[

f(b) −
f(a) = f ′(ξ)(b− a)

c
± B/=�OCH:OTAC7NP�?*ACJ/B�À]�Á�I)h[E-.)hg	&|ÊCc Ê5R.[(Y�&(o3&Eg�)

g(x) = x
c

Æ�DÍÌ §£Ô �I)h[E-.)hgdST'*)`_^&1U3-.),+.WTS�U3'*[E�TW.[NU3'NSÁ�Q³Q¤��E� �E�.�z�.�z¢(��_^&1j�bQWTVTZTSTSy{TSTST'*[4U3'*[E�TW.[NU3'NS¥Uz&
VQ[NgdRCY/)3VQU3WTSL{TS.U,Y�&Cc��%&(S.U3'NSTW/&C��W.)3VC&

f(x) = cos x + i sin x
_^&

x ∈ [0, 2π]
c� 5&1+/[ERTb*U3W.)hg
�!{.)

U3���5)hU3'NiNbQi:&
ξ ∈ [0, 2π]

��_^&8VQ[N)3'*[
f(2π) − f(0) = f ′(ξ)(2π − 0) = 2πf ′(ξ)

cX��[
f(0) = f(2π)SL_hW/&h{TS

f ′(ξ) = 0
c¨�I[N)hU3' − sinx + i cos x = 0

cª�]'y'NbQVxU,Y/),+.i:&C�
{.)X_^&tWTkCVQ[N)
ξ
�5)8S.g	&Eg�)

sin ξ = cos ξ = 0
c	��-.),+TY�&(o3&Eg�)%W/&5{TST'E&('*),Y.k8+�&~Uh)�bC�N),+.S��T{.)�'E&(VQ[Ei:&

ξ
W.)�U3���5)hU3'NiNbQi:&Cc

��'*)h[E-.)hgdST'*)�_^&�U3-.),+.WTST'*)�U3'*[E�TW.[NU3'NSX��ÊCc p eËÊCc nQ�IUh)!ST_hR.[(Y._hi:&('�_^&�R.[(Y.bQ{/&(i:&(W.)3'*[�W/&�R.[(efR.[h+.-.[N�EW/&
STW.j%[E-.g	&(ZTSTk}e![EZ.)3WTVTS��TRT-.)hUhgdkC'E&(W.)�W/&5U3'*[E�TW.[NU3'NS1W/&5j�bQWTVTZTSTS��CST_zU,Y/),+.i:&(W.)%W/&5oh-/&Ej�STZTS8S8'(c W�c
_^&�j�bQWTVTZTSTST'*)1W/&t-.)z&^Y/)3W¸&(-TohbCg�)3WT'(c¹
	Y/),+.i:&(��ST'*)4-.)3_hb^Y.'E&('NSxR.[yU3���5)hU3'Ni*[�Uz&yU,Y/),+/U3'NiNSTkx[E'
�I)h[E-.)hgdST'*)%_^&~U3-.),+.WTST'*)�U3'*[E�TW.[NU3'NS�c

Æ�D¶Ð ¼ 7:B/;<7Q½�Ot�]VQ[`j�bQWTVTZTSTkC'E&
f
)%+.S.j%)3-.)3WTZTST-Tb*)hg	&`i`STWT'*)3-Ti:&^Y�&

∆
S ∀ x ∈ ∆ f ′(x) = 0

�
'*[

f
)�VQ[EW.U3'E&(WT'E&Cc

pzá



± B/=�OCH:OTAC7NP�?*ACJ/B�À
"�&]i*Uh)3VTS�+.i*)�'*[E{TVTS
x1, x2 ∈ ∆

Uz&]ST_hRT�#Y.W.)3WTS~b*U,Y.iNSTkC'E&�W/&��I)h[E-.)hg	&('E&�W/&
��&(oh-/&(WT�þ_^&�STWT'*)3-Ti:&^Y�&

[x1, x2]
c	É
[Ei:&~[E_hW/&h{/&(i:&C�.{.)�_^&�WTkCVQ[N)

ξ ∈ (x1, x2) ® iNkC-TW.[~-/&(i*)3W.U3'Ni*[E'*[
f(x1) − f(x2) = f ′(ξ)(x1 − x2) = 0

�.U,Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[
f(x1) = f(x2)

c
�I)h[E-.)hg	&|ÊCc á )�ST_hi*)hU3'NW/&~U3���5[~'E&(VC&5VC&('*[X�(�h�.�E�(�.�E�5�\�~¡3���#¡¬¤��~�.�|�.�.�~¡h���Q�z�.�.�(�5�5�¿¤]³.�5�E�/¡ ­i|W.)3kXUh)%'NiN��-*+.S���{.)|¡3²(�.�.�h�~�E¡3�.�.�~¡ Ú �*�.�*�.�.�TÙ�{TSTkC'*[|RT-.[EST_hi*[h+.W/&`)�WTb^Y�&~i\+�&^+/)3W1STWT'*)3-Ti:&^YtUz&VQ[EW.U3'E&(WT'NST'*)Nc���k�W.)8)`iNkC-TW/&t&(VQ[�+/)hj�STWTSTZTS.[EWTW/&('E&t[N�(Y�&EU3'�W.)8)`STWT'*)3-Ti:&^Y�e�R.[NUh[E{.)3'*)8WTkCVQ[E�

RT-TS.g�)3-�c
Æ�DÇÒ ¼ 7:B/;<7Q½�O��]VQ[

f
)�+.S.j%)3-.)3WTZTST-Tb*)hg	&}i}STWT'*)3-Ti:&^Y�&

< a, b >
�#'*[`'^kt)~g�[EW.[E'*[EWTW/&}'*�E{TW.[

'*[Eo3&(i:&C�.VQ[Eo3&('*[\RT-.[EST_hi*[h+.W/&('E&|S8W.)%U3SXg�)3WTSX_hW/&(VC&~i
< a, b >

c
± B/=�OCH:OTAC7NP�?*ACJ/B�À
�]VQ[

x, y ∈< a, b >
S
x < y

�:'*[�[E'�'*)h[E-.)hg	&('E&�W/&%��&(oh-/&(WT��_^&%STWT'*)3-Ti:&^Y�&
[x, y]

R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)N�]{.)
f(y) − f(x) = f ′(ξ)(y − x)

c��I[Ei:&y-/&(i*)3W.U3'Ni*[�R.[EVC&(_hi:&C�]{.)1_hW/&(VT�/'�W/&
-/&(_3Y.STVC&('E&

f(y) − f(x)
U3��iNR/&^+�&\U3��U�_hW/&(VC&~W/&

f ′(ξ)
�T'N���XVC&('*[

y − x > 0
c

�]'|+/[EVC&(_^&('*),Y��¿'Ni*[E'*[}W/&~oz[E-TW/&('E&|'*)h[E-.)hg	&|Uh)�iNST�5+�&C�/{.)5&(VQ[
f ′(x) > 0

�
f ′(x) < 0

��¢(�8�(�£³.�*�
x
[E'

< a, b >
�.'*[

f
)\�h�]���E�£���Q�E�h�%³.´5�t�]�h�]���E�£�\�.�z¤��z�Q³/�(�E´5�C�]i|STWT'*)3-Ti:&^Y�&

< a, b >
c�
	Y/),+.i:&

+�&`[E'*�N),Y/)3�~S.g
��{.)�'*[Ei:&|b*U,Y/[EiNS.)~)%+/[NU3'E&('N�:{TW.[T��W.[`W.) ® W.)h[N�ha:[h+.S.g�[X_^&|U3'N-.[Eo3&('E&8g�[EW.[E'*[EWTW.[NU3'W/&
f
cd�%&(RT-TS.g�)3-Xj�bQWTVTZTSTkC'E&

f(x) = x3 )�U3'N-.[Eoz[�-/&EU3'^kC�~&�i5STWT'*)3-Ti:&^Y�& (−∞,∞)
�CW.[

f ′(0) = 0
c

ød+.W.[�+.-TbQoz[�U,Y/),+/U3'NiNS.)8W/&�'*)h[E-.)hgdST'*)X_^&�U3-.),+.WTST'*)1U3'*[E�TW.[NU3'NSL)}RT-/&(iNSCY/[E'*[�W/&���)3-TWTb^Y.S�e
�%[ERTST'E&^Y4_^&5RT-.)hUhgdkC'E&(W.)%W/&5oh-/&(WTSTZTS�c

��)3VC& −∞ ≤ a < b ≤ ∞ Sxj�bQWTVTZTSTST'*)
f
S
g
Uz&�+/)hj�STWTST-/&(WTSxiySTWT'*)3-Ti:&^Y�&

(a, b)
cª¦�)

VC&(_hi:&Eg�)N�	{.)`{/&EU3'NW.[E'*[ f
g
® �/¡3�(�E�#¡3²E¡¬�/¡3�.�(�h�ÿ�4�5�(°Q�*�E�5�

a
&(VQ[

lim
x→a+0

f(x) = lim
x→a+0

g(x) = 0SCY.S
lim

x→a+0
f(x) = lim

x→a+0
g(x) = ±∞ c��d&(_z�EST-/&`Uh)N��&(W/&^Y/[EohST{TW.[|R.[EWTkC'NS.)%_^&~W.)h[ERT-.),+/),Y/)3W.[NU3'}�5)-/&(_ho�Y/)3�5+�&Eg�)�S8i|U,Y.bQ{/&(k}W/&�Y/)3iNSXSCY.S8+/)hU3WTSXoh-/&(WTSTZTS�c

Æ�D�ê ¼ 7:B/;<7Q½�OÃ����)3-TWTb^Y.SCef�%[ERTST'E&^Y#�8��)3VC& f
g
® W.)h[ERT-.),+/),Y/)3W.[NU3'Li�'*[E{TVC&('E& a � f S g

S.g	&('
RT-.[EST_hi*[h+.WTS4i~STWT'*)3-Ti:&^Y�&

(a, b)
�TRT-TSXVQ[N)3'*[

g′(x) 6= 0 ∀x ∈ (a, b)
S

lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

= l.

��-TSX'*)3_hSXb*U,Y/[EiNSTk8oh-/&(WTSTZ/&('E&
lim
x→a

f(x)
g(x)

U3���5)hU3'NiNbQi:&~SX)�-/&(iNW/&5W/&
l
c

± B/=�OCH:OTAC7NP�?*ACJ/B�À
�I[\)�-/&(_3Y.ST{TW.[~i|U,Y.bQ{/&(ST'*)
���z�

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0
S

�����z�
lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = ±∞ c
¦�)`-/&(_ho�Y/),+�&Eg�)8Uz&Eg�[ º � » c� �[EVC&(_^&('*),Y/U3'Ni*[E'*[tW/& º ��� » ST_hS.U3VTi:&1R.[Xe�RT-.)3ZTST_hWTSª��Sy+/[EWTkCV��E+/)RT-.[E'^kC�~WTS��<-/&(_zU3���5+/)3WTSTk��:R.[E-/&^+.S~VQ[N)3'*[�WTkTg	&]+�&]oz[�-/&(_ho�Y/)3�5+�&Eg�)
i�'*)3_hS�Y/)3VTZTSTS�c��x'E&(VC&C�*W.)3VC&

Uz&�ST_hRT�#Y.W.)3WTSX-/&(i*)3W.U3'Ni:&('E&1���z�!S
a 6= ±∞ c��I[Eo3&(i:&~g�[z��)hg¥+�&�+/[h+/)hj�STWTST-/&Eg�)%j�bQWTVTZTSTST'*)

f
S
gi�'*[E{TVC&('E&

a
�QVC&('*[�R.[(Y/[z�~S.g

f(a) = g(a) = 0
e<+/[N[ERT-.),+/),Y/)3WTST'*)%j�bQWTVTZTSTS}Uz&%W.)3RT-.)3VT��U3W/&('NSXi

a
c


�)3o3&})�kTU3W.[T�#{.)5g�[z��)hgÁ+�&|RT-TSCY/[z�~S.g¸'*)h[E-.)hg	&('E&}W/&`��[E¯�S�_^&`j�bQWTVTZTSTST'*)
f
S
g
S�STWT'*)3-Ti:&^Y�&

[a, x]; x ∈ (a, b)
«8U3���5)hU3'NiNbQi:&

ξ ∈ (a, x)
�	_^&4VQ[N)3'*[ f(x)

g(x) = f(x)−f(a)
g(x)−g(a) = f ′(ξ)

g′(ξ)

��_^&E�N),Y/)3��)3'*)N��{.)
g(x) 6= g(a) ∀x ∈ (a, b)

_^&(�5[E'*[
g′(t) 6= 0 ∀t ∈ (a, x)

�,c
������VC&('*[

a < ξ < x
�d'*[4[E'

x → a
U,Y/),+.i:&

ξ → a
�d_hW/&h{TS

lim
x→a

f(x)
g(x) = lim

ξ→a

f ′(ξ)
g′(ξ) = l

c���-TS
a = ±∞ g�[z��)hgx+�&|ST_hiN��-T¯�S.gÁUhgdkCW/&('E&

x = 1
t

c�$�U3W.[})N��{.)�_^&
x → ±∞ )�ST_hRT�#Y.W.)3W.[

t → ±0
c

��)3VC&
p(t) = f( 1

t
)
S
q(t) = g( 1

t
)
c4�]'4oz[E-TWTST'*)|-/&(_zU3���5+/)3WTSTk�U,Y/),+.i:&C�d{.)`&(VQ[

lim
t→±0

p′(t)
q′(t) = l

'*[

pzæ



∃ lim
t→±0

p(t)
q(t) = lim

x→±∞
f(x)
g(x) = l

c`�����yVC&('*[
p′(t) = − 1

t2
f ′(1

t
) = −x2f ′(x)

S
q′(t) = −x2g′(x)

�I'*[
lim
t→±0

p′(t)
q′(t) = lim

x→±∞
−x2f ′(x)
−x2g′(x) = lim

x→±∞
f ′(x)
g′(x) = l

c
Æ�DÇì��8B�½�7:@<A*OT;�GÃH:O:K	O��<Gª��-/&(iNSCY/[E'*[�W/&
��)3-TWTb^Y.S�e��%[ERTST'E&^Y��Åg�)3�5+.by+.-TbQoz[E'*[T�	'*[�S.g	&

STWT'*)3-.)hU3W/&�S.U3'*[E-TSTk5S5i�U,Y/),+.i:&(��STk~'*)3VQU3'��5)�oz[�W/&(-TST{/&Eg�)��Ë�*�,�.�*�(�5���|²(�%�/¡�¡�°C¡3�h�5�.�:��RT-/&(iNSCY/[
W/&}�%[ERTST'E&^Y#�%)\Uz&Eg�[}+/[NU3'E&('N�:{TW.[4b*U,Y/[EiNS.)Nc`�I[N)hU3'(�dg�[z��)\+�&8Uh)\U,Y.bQ{TS�oh-/&(WTSTZ/&('E&

lim f ′

g′
K	O�@<7

?*>� t7:?*ACJ.v�J/O��C+/[EVC&('*[
lim f

g

+�&~Uh)�RT-.)hUhgdkC'E&\�N)3_�[NUh[N�N)3WX'N-Tb^+Ic
ÊCc Ó c p "�&E�N),Y/)3��)3'*)�W/&(RT-TS.g�)3-��:{.)

lim
x→0

x2 sin 1
x

x
= 0

��'*[Ei:&�Uh)�+/[EVC&(_hi:&�Y/)hU3W.[�e�_^&�{/&EU3'NW.[E'*[�S.g	&Eg�)
x sin 1

x
→ 0

�T_^&(�5[E'*[ |x sin 1
x
| ≤ |x| �,c�]'1+.-TbQo3&XU3'N-/&(W/&XS.g	&Eg�)
f(x) = x2 sin 1

x

S
g(x) = x

c4
!��[E'Ni*)3'NW.[4_^&8'*),aCWTST'*)|RT-.[EST_hi*[h+.WTS
Uh)�R.[(Y.bQ{/&(i:&

f ′(x) = 2x sin 1
x
− cos 1

x

S
g′(x) = 1 ­ _hW/&h{TS f ′

g′
= f ′

c%�d&(_ho�Y/),+�&(�T'*)`[E'NW.[Ei*[ p c n.c p S
+/[EVC&(��)3'*)N�/{.)�W.)%U3���5)hU3'NiNbQi:&

lim
x→0

f ′(x)
c

ÊCc Ó c l%��-/&(iNSCY/[E'*[�W/&��%[ERTST'E&^Y8R.[EVC&(_hi:&%VC&(V}Uh)
RT-.)hUhgdkC'E&('5oh-/&(WTSTZTS`W/&\0,W.)h[ERT-.),+/),Y/)3W.[NU3'NSI0�[E'
iNSC+�& [

0
0

] S [∞
∞

] c�
	Y/),+.i:&5+�&5W/&(R.[NgdWTS.g
�/{.)�'*[\)�i:&^Y.SC+.W.[X�¿�z¤��`�\�~¡£¢(���¿�.�*°Q�E�/c

L+.-TbQohS8+.bCgdS��
&(VQ[%i�{/&EU3'NW.[E'*[�WTkTg	&|0,W.)h[ERT-.),+/),Y/)3W.[NU3'NSI0E�C'*[%RT-/&(iNSCY/[E'*[�W/&��%[ERTST'E&^Y}W.)�)�i�U3SCY�&�e<-/&(_ho�Y/),+�&(�T'*)
Uz&Eg�[NU3'*[zkC'*),Y.W.[`U3��[E'Ni*)3'NWTST'*)�RT-TS.g�)3-TS�c

�]'�+.-TbQo3&�U3'N-/&(W/&C�!U3���5)hU3'NiNbQi:&('�S�+.-TbQohS�iNSC+/[Ei*)y0,W.)h[ERT-.),+/),Y/)3W.[NU3'NSI0 ­ W/&(RT-TS.g�)3-�W.)8g�[z��)+�&XUh)~VC&(��)�0,W/&(RT-/&(i*[.0\VC&(VTi:&1)\oh-/&(WTSTZ/&('E&XW/&Xj�bQWTVTZTSTkC'E&
h(x) = (f(x))g(x)

�d&(VQ[
lim f = 1

S
lim g = ∞ c%¦�)~[E_hW/&h{/&(i:&Eg�)~'*[Ei:&}U¿a:)hg	&('NST{TW.[8VC&('*[ [1∞]

c� �-TbQohS�iN��_zg�[z�~WTSyW.)h[ERT-.),+/),Y/)3W.[NU3'NS
Uh)�_^&(RTS.U3i:&('~U¿a:)hg	&('NST{TW.[�'E&(VC&C«

[0 ·∞]
� [

00
] � [∞0

] S
[∞−∞]

c���U�kCVC&�[E'�'*)3_hS|W.)h[ERT-.),+/),Y/)3W.)h[NU3'NS
Uh)yU3i*)3�5+�&�VT��g [

0
0

] SCY.S [∞
∞

] R.[NU3-.),+/U3'Ni*[Ng÷&^Y.oz)h�E-TST{TWTS¹RT-.)h[N�E-/&(_z[Ei:&(WTSTk�S¨Y/[Eo3&(-TST'*gdbQi:&(W.)Nc
�%&(RT-TS.g�)3-

[0 · ∞] =
[

0
1
∞

]
=

[
0
0

] �
[∞−∞] =

[
1
0 − 1

0

]
=

[
0−0
0·0

]
=

[
0
0

] SX'(c W�c
ÊCc Ó c Ê~��-.)hUhg�)3'NW.)3'*)%oh-/&(WTSTZTST'*)
��È*�

lim
x→0

sin ax
sin bx ­ ��!��

lim
x→0

1−cos x2

x2 sin2 x
­��"^�

lim
x→0

ln cos ax
ln cos bx ­ ��#/�

lim
x→1−0

lnx ln(1 − x) ­� ® � lim
x→∞

x100e0,001x ­ �%$3�
lim
x→+0

(
ln 1

x

)x ­
��&Q�

lim
x→+∞

[
(1+ 1

x)
x

e

]x ­ ��'��
lim
x→1

(
1

lnx − 1
x−1

)
.

Æ�DÇî�D)(�P�7Q½�7:@<A*OT;<@<Gxu8v�@<=<s<G<G!D
��g	&('*)hg	&('NST{.)hU3VC&('E&�Y.ST'*)3-/&('NbQ-/&
{.)hU3'*[�Uh)	U3R.[Ng�)3W/&(i:&(']R.[EWTkC'NSTk�VC&('*[�03),Y/)hg�)3'E&(-TW/&]j�bQWTVTZTSTk�0E�

SCY.SL0,-/&(ZTS.[EW/&^Y.W/&8j�bQWTVTZTSTk�0E�#SCY.S�0,'N-/&(W.U3Z.)3WC+/)3WT'NW/&Xj�bQWTVTZTSTk�0�S�'(c W�c��%&(�4e
{.)hU3'*�8[N�*&h{.)5'E&Eg
W.)5)5[N�zkTU3W.)3W.[}VC&(VTi*[}_hW/&h{/&('X'*)3_hS�R.[EWTkC'NSTk�c���[E-/&^+.St'E&(_hStRT-TST{TSTW/&`'NbQV4�5)�W/&(RT-/&(iNS.gÁVT-/&('N��V
VQ[Ng�)3WT'E&(-}W/&�VCY�&EU3S.j�STVC&(ZTSTkC'E&�W/&�[NU3W.[EiNWTST'*)]iNSC+/[Ei*)�j�bQWTVTZTSTS��*VQ[EST'*[�W/&(�\eI{.)hU3'*[�Uh)�ST_hR.[(Y._hi:&('
i�STWT��)3W.)3-TWTST'*)XRT-TSCY/[z��)3WTSTk��
&4U3���5[4'E&(VC&tUh)`ST_hbQ{/&(i:&('tS�itU3-.),+.W.[E'*[�bQ{TSCY.ST�5)Nc�
	Y/),+.i:&1+�&
Uh)|[E'*�N),Y/)3�~S�i*Uh)\R/&(V��<{.)|'E&(VC&(i:&1VCY�&EU3S.j�STVC&(ZTSTkÁ��W/&(RT-/&(i*)3W/&4[N�E�5[XiN_z)3'*[4U3R.[E-.),+¥U3'*)3R.)3WT'E&1W/&
03U,Y/[z�~W.[NU3'/04W/&�j�bQWTVTZTSTST'*)^�\)8+/[NU3'E&�&(WT'N-.[ER.[EZ.)3WT'N-TST{TW/&¸��SL+/[NU3'E&�U3'E&(-.[Ng�[h+.W/&*� ­ {.)hU3'*[yRT�/'NS+�&^+/)3W/&X03),Y/)hg�)3WT'E&(-TW/&T0�j�bQWTVTZTSTk8U3��i*Uh)hg¥W.)�)�'E&(VC&(i:&~i\[N�EST{/&(�TWTSTk1UhgdS.U3�#Y4W/&�'E&(_hSX+.bCg	&Cc
�%&(�¥e�RT-.[NU3'NST'*)1_^&�ST_hbQ{/&(i:&(W.)Xj�bQWTVTZTSTSLUz&C��-/&(_z�EST-/&�Uh)N��VQ[EW.U3'E&(WT'NST'*)Ncª
	Y/),+.i:&(��STk�VCY�&EU

j�bQWTVTZTSTS��^VQ[EST'*[]Uh)dST_hbQ{/&(i:&('�U3-/&(iNWTST'*),Y.W.[�Y/)hU3W.[�Uz&�R.[(Y.STW.[NgdST'*)Nc	ý%�,�.�.�.�,¤L)�i*U�kCVC&�j�bQWTVTZTSTk
P ­

P : R → R
�(VQ[zkC'*[�W/&�i*U�kCVQ[�{TS.U,Y/[

x
U3��R.[NU3'E&(iNk5{TS.U,Y/[E'*[

P (x) = anx
n+an−1x

n−1+· · ·+a1x+a0
c

�]VQ[
an 6= 0

�T'*[5{TS.U,Y/[E'*[
n
Uh)�W/&(-TST{/&~U3'*)3R.)3W1W/&

P
c


!'*[E�TW.[NU3'NST'*)tW/&yR.[(Y.STW.[NgdST'*)tUh)4RT-.)hUhgdkC'E&('¥Y/)hU3W.[�R.[NU3-.),+/U3'Ni*[Ng [N�ESTVTW.[Ei*)3WTSª&^Y.oz)h�E-TST{TWTS
+/)3�.U3'NiNSTk�c��]{.)3iNSC+.W.[�+/)hj�STWTSTZTS.[EWTW/&('E&�[N�(Y�&EU3'�W/&�i*Uh)3VTSÁR.[(Y.STW.[Ng�)1ZTkQY�&('E&y{TS.U,Y/[Ei:&�RT-/&(i:&

p í



��WTST�5[~W.)�RT-.)3{TSX-/&(_z�EST-/&\Uh)N�C+�&�-/&(_ho�Y/)3�5+�&Eg�)�R.[(Y.STW.[NgdS1S8i\VQ[NgdRCY/)3VQU3W/&('E&|-/&(iNWTSTW/&*�,c

	Y/),+.i:&(��Sò0,R.[¥U,Y/[z�~W.[NU3'/0�Uz&�-/&(ZTS.[EW/&^Y.WTST'*)yj�bQWTVTZTSTS�c�*	�E�.�.�(�.�z�.�.�L)�i*U�kCVC&�j�bQWTVTZTSTk��

VQ[zkC'*[�)\{/&EU3'NW.[1W/&}+.i:&8R.[(Y.STW.[Ng	&Cc1�%&(RT-TS.g�)3-¥j�bQWTVTZTSTkC'E&
f(x) = x+1

x−2

)\-/&(ZTS.[EW/&^Y.W/&Cc4��k�W.)
U+�NiNR/&^+�&\U�WTSTVQ[E�1R.[(Y.STW.[Ng
�T_^&(�5[E'*[5+/)hj�STWTSTZTS.[EWTW/&('E&\SX[N�(Y�&EU3'|W.)�)�ZTkQY�&('E&~RT-/&(i:&Cc

Æ�DÇî�D q�Þ O:K	O��<O} �[EVC&(��)3'*)N�/{.)�-/&(ZTS.[EW/&^Y.W/&('E&|j�bQWTVTZTSTk
R(x) = x

x2+1

U3���5[5W.)%)�R.[(Y.STW.[Ng
c
Æ�DÇî�D¶µ Þ OTß/7NP�7Nà�=�O¹�d&(_z�EST-/&¸Uh)N��{/&EU3'NW.[E'*[xW/&�+.i:&�R.[(Y.STW.[Ng	&Ág�[z��)�Sª+�&x)yR.[(Y.STW.[Ngþe

W/&(RT-TS.g�)3- x4−1
x2+1

≡ x2 − 1
c���[�'E&(_hS}RT-TST{TSTW/&�R.[(Y.STW.[NgdST'*)�R.[EWTkCVQ[Eo3&5Uh)]W/&(-TST{/&('}�/¡¬�.� Ú �*�.�*�.�.�}eR.[~&(W/&^Y/[EohSTk}U�Z.),Y.ST'*)�S}-/&(ZTS.[EW/&^Y.WTST'*)�{TS.U,Y�&Cc	¦�)�[E'*�N),Y/)3�~S8i*Uh)�R/&(V��Q{.)�[E'~j%[E-.g	&^Y.W/&�o�Y/),+.W/&

'*[E{TVC&%W.)3�~&('E&�Uz&%g	&^Y.VQ[�R.[�edU,Y/[z�~WTS�c	�%&(RT-TS.g�)3-}{/&EU3'NW.[E'*[ x2+x−2
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3.9.4 f(x) =
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1 + x2
; f(x) =

x2

|x− 1|

3.9.4.1 f(x) = [x]; f(x) = bxc; f(x) = |x|

3.9.4.2 f(x) = ex; f(x) = sinx; f(x) = tg x; f(x) = ln|x|
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E1(x) ≡ 1 ­ E2(x) = x ­
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± B/=�OCH:OTAC7NP�?*ACJ/B @<O3417Q½�O�Ì�DÍÌª"�&�+/[EVC&(_^&('*),Y/U3'Ni*[L�5)t[E'*�N),Y/)3�~S.g RT��-Ti*[T��{.)�-.),+.STZ/&('E&
{µn(f, x)}

)�[Eoh-/&(WTST{.)3W/&Cc!�%&(S.U3'NSTW/&C�.U3bCg	&('E&5i
Mn(f, x)

U3�#+.��-:�5&\W.)�R.[Ei*)3{.)%[E'
xn
U3���EST-/&E)hgdS��

i*U�kCVQ[%[E'�VQ[EST'*[%W.)�W/&^+/gdSTW/&(i:&
f(x)

c�"�W/&h{TS\_^&�i*U ® VTS n S x ∈ [0, a]
S.g	&Eg�)

µn(f, x) ≤ 1
2n ·xn(x) ≤

xf(x)
��_^&(�5[E'*[ xn

2n ≤ x
�,c


	Y/),+�'*[Ei:&��5)d+/[EVC&(��)hg
�E{.) {µn(f, x)} )�-/&EU3'^kC�~&
-.),+.STZ/&���'*[Ei:&�)	[E{.)3iNSC+.W.[T�N&(VQ[]Uh)�R.[Eo�Y/),+.W/&('Y/)3iNST'*)�-TS.U3bQWTVTS���W.[`'NbQV1�5)�ST_3Y/[z�~S.gÁS4W.)hU,Y/[z�~WTST'*)~U3'N-.[EohS�-/&(_zU3���5+/)3WTSTk/�,c%"�&\+�&|Uh)�bC�N),+.S.g
i~'*[Ei:&C�TRT��-Ti*[~�5)�R.[EVC&(��)hg
�/{.)

xn+1 > 2xn
c��%&(S.U3'NSTW/&

2xn = 2[2nx] − 2
�.È~[E'~�%)hg	&5n.c l�_hW/&E)hg
�

{.)
2[2nx] ≤ [2 · 2nx] = [2n+1x]

c�
	Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[

2xn = 2[2nx] − 2 ≤ [2n+1x] − 2 = xn+1 − 1.�¨'E&(VC&C�
xn+1 > 2xn

cd�I[Ei:&�[E_hW/&h{/&(i:&C�C{.)�i
µn+1

Uh)]U3�#+.��-:�5&('~R.[EW.)
+.i:&%RT�/'NS`R.[Ei*)3{.)�U3���EST-/&E)hgdS
[E'
µn
cd¦�)�ST_hR.[(Y._hi:&Eg�)�'*[Ei:&C�C_^&%+�&�[EZ.)3WTS.g�-/&(_3Y.STVC&('E&

µn+1 − µn
�:RT-TS8VQ[N)3'*[�_^&%+�&�U3-/&(iNWTS.g�R.[

e�Y/)hU3W.[\U3bCgdST'*)�bCgdW.[z�5&(i:&Eg�)�S}+/),Y.S.g�i
µn
W/&

2
«

µn+1 − µn =
1

2n+1

xn+1∑

p=0

f
( p

2n+1

)
− 2

2n+1

xn∑

k=0

f

(
k

2n

)
=

1

2n+1



xn+1∑

p=0

f
( p

2n+1

)
− 2

xn∑

k=0

f

(
k

2n+1

)
 =

1

2n+1
(Mn+1 − 2Mn).

"�&E�N),Y/)3��)3'*)N�T{.)�U3���EST-/&E)hgdST'*)�W/&
Mn

Uz&�U3���EST-/&E)hgdS8S`W/&
Mn+1

�:RT-TS}VQ[N)3'*[5U3���EST-/&E)hgdST'*)�W/&
MnUh)�U3-.)3�~&('�²E�(���/�(�5�5i]-/&(_3Y.STVC&('E&

Mn+1−2Mn
c<��[]'E&(VT��i�W/&h{TSTW�W/&

2f( k
2n )

[E'
2Mn

U3��R.[NU3'E&(iNkTg�)
U3���EST-/&E)hgdST'*)

f( 2k
2n+1 ) = f( k

2n )
S
f(2k+1

2n+1 )
[E'
Mn+1

�EVQ[EST'*[%Uh)�R.[(Y.bQ{/&(i:&('�RT-TS
p = 2k

S
p = 2k+1

c
�I[Ei:&4)\iN��_zg�[z�~W.[T��_^&(�5[E'*[4g	&(VQU3S.g	&^Y.W/&('E&tU3'*[E�TW.[NU3'�W/&

k
)
xn
��ÈXW/&

p
)
xn+1

SyVC&(VT'*[�U3'E&(W/&
+.bCg	&\R.[|e�oz[E-.)

xn+1 > 2xn
c���_z[N�E�5[`_^&~+�&`Uh)�bC�N),+.S.g
�#{.)�'*)3_hS�-/&(_zU3���5+/)3WTSTktUz&\'N-TSTiNS/&^Y.WTS�)

+/[NU3'E&('N�:{TW.[~+�&�-/&(_ho�Y/),+�&Eg�)%-/&(_3Y.STVC&('E&
Mn+1 − 2Mn

RT-TSXg	&^Y.VTSXU3'*[E�TW.[NU3'NSXW/&
n
W/&(RT-TS.g�)3-XRT-TS

n = 2, 3, 4
S8'(c W�c


	Y/),+1VC&('*[\oh-TbQRTST-/&Eg�)%U3���EST-/&E)hgdST'*)�i~-/&(_3Y.STVC&('E&
Mn+1 − 2Mn

R.[5+.i*[E�TVTSXR.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)N�.{.)

Mn+1 − 2Mn ≥
xn∑

k=0

(
f

(
2k + 1

2n+1

)
− f

(
2k

2n+1

))
≥ 0.

�Q[E-TW.[E'*[1W.)3-/&(i*)3W.U3'Ni*[4)\i1U3SCY�&C�I_^&(�5[E'*[
f
)~-/&EU3'^kC�~&8SyU,Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[

f
(

2k+1
2n+1

)
≥ f

(
2k

2n+1

) _^&
i*U�kCVQ[

k
c

lNÊ



�]VQ[EWT{/&('*),Y.W.[�+/[EVC&(_^&^aTg�)N�*{.)�-.),+.STZ/&('E& {µn(f, x)} )�[Eoh-/&(WTST{.)3W/&�S5-/&EU3'^kC�~&C�*VQ[N)3'*[�[E_hW/&h{/&(i:&C�{.)%)�U¿a:[h+.kC�~&Cc
��'E&(VC&C�#U3��o�Y�&EU3W.[|�%)hg	&\n.c n|_^&~i*U�kCVC&\-/&EU3'^kC�~&|j�bQWTVTZTSTk

f
�C+/)hj�STWTST-/&(W/&\i|STWT'*)3-Ti:&^Y�&

[0, a]S8i*U�kCVQ[|j�STVQU3ST-/&(W.[
x ∈ [0, a]

U3���5)hU3'NiNbQi:&~oh-/&(WTSTZ/&('E&

F (x) = lim
n→∞

µn(f, x).

Ì�DÍÌ�D q F8;<Gd½�7:;!D¥Â�bQWTVTZTSTkC'E&
f(x) = sinx

)|-/&EU3'^kC�~&1i4STWT'*)3-Ti:&^Y�&
[0, π2 ]

c8 5&1iNSC+.S.gªVC&(V
-/&E�N[E'NS��%)hg	&`n.c nXi}'*[E_hSyU,Y.bQ{/&(��«�j�STVQU3ST-/&Eg�)~WTkCVQ[N)

x ∈ [0, π2 ]
S�[N�E-/&(_hbQi:&Eg�)\U3bCgdST'*)

µn(f, x)
c

��[(Y.bQ{/&(i:&~Uh)

µn(f, x) =
1

2n

(
sin

1

2n
+ sin

2

2n
+ · · · + sin

xn
2n

)
.


�)3o3&�+�&
U3S�RT-TSTR.[NgdWTS.g4��-TS.g�)3- p c p íQc p c pzæ [E'
-/&(_3+/),Y�&�03g	&('N-TST{TW.[]UhgdkC'E&(W.)*0de.'E&EgX�N)3¯5)�RT-.)hUhg�)3'NW/&('E&
U3bCg	&('E& º76 » ��i\VQ[zkC'*[|Uh)3o3&5i*g�)hU3'*[ n �5)�RTST¯5)hg m �,«

(s) sinϕ+ sin 2ϕ+ · · · + sinmϕ =
sin m+1

2 ϕ sin m
2 ϕ

sin ϕ
2

.

"�&Eg�)hU3'Ni:&Eg�)�U,Y/),+1'*[Ei:&5i º76 » m U
xn
S
ϕ
U 1

2n

S8R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)N�.{.)

(is) µn(f, x) =
1

2n
sin xn+1

2
1
2n sin xn

2n
1
2

sin 1
2n

1
2

.

��)3VC&yUh)3o3&�+�&t-/&(_ho�Y/),+�&Eg�) º�8�6 » VQ[Eo3&('*[ n VCY/[EWTSLVT��g ∞ c¸"�&y&(-TohbCg�)3WT'NST'*)1i�+.i:&('E&yU3STWTb*Uz&ti{TS.U,Y.ST'*),Y.kXR.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)%U3��[E'Ni*)3'NW.[��ÅU3R.[NgdW.)3'*)�U3S8�%)hg	&5n.c Ê*�,�T{.)

lim
n→∞

sin
xn

2n+1
= sin

x

2S
lim
n→∞

sin
xn + 1

2n+1
= sin

x

2
.

"�&5_hW/&Eg�)3W/&('*),Y.kXi º�8�6 » R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)�R.[NU,Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[

2n sin
1

2n+1
=

sin 1
2n+1

1
2n

=
1

2

sin 1
2n+1

1
2n+1

→ 1

2

RT-TS
n → ∞ ��SCY.S���VQ[N)3'*[})�U3���5[E'*[T��RT-TS 1

2n+1 → 0
�,c��I[Ei:&`U,Y/),+.i:&|[E' sin y

y
→ 0

RT-TS
y → 0

��'NbQV
y = 1

2n

�,c!�]VQ[EWT{/&('*),Y.W.[`Uh)�R.[(Y.bQ{/&(i:&C�T{.)�RT-TS
n→ ∞ )�i\U3SCY�&5-/&(i*)3W.U3'Ni*[E'*[

F (x) = lim
n→∞

µn(f, x) = 2 sin2 x

2
,

SCY.SXVC&(_^&(W.[|U�+.-TbQohS8+.bCgdS
F (x) = 1 − cos x

c

	Y/),+.i:&1+�&4[E'*�N),Y/)3�~S.g
�!{.)`i*U3ST{TVQ[T�	VQ[N)3'*[�VC&(_^&^aTg�)`+/[4'NbQV�S.g	&�&(W/&^Y/[Eo8S�_^&1W/&Eg	&^Y.kCi:&(��S

j�bQWTVTZTSTSxe\-/&(_z�EST-/&�Uh)N��U,Y/),+¨WTkCVQ[ES¨[E{.)3iNSC+.WTS¨RT-.[Ng�)3WTS�c� �[EVC&(��)3'*)�W/&(RT-TS.g�)3-���{.)t&(VQ[
f
)

W/&Eg	&^Y.kC�~&C�T'*[\U3bCgdST'*)
µn(f, x)

[N�E-/&(_hbQi:&('|[Eoh-/&(WTST{.)3W/&~S��.�z¤��z�Q³/�(�E´5�}-.),+.STZ/&Cc
Ì�DÍÌ�D¶µ Þ O:K	O��<O#D�Â�bQWTVTZTSTkC'E&

cos x
)�W/&Eg	&^Y.kCi:&(�~&~i~STWT'*)3-Ti:&^Y�&

[0, π]
c
���E-/&(_hbQi:&(�T'*)}03U3bCgdST'*)

µ
0�_^&5W.)3k}S}+/[EVC&(��)3'*)N�/{.)�_^&

x ∈ [0, π]
S.g	&Eg�)

lim
n→∞

µn(cos x, x) = sinx
c

l(n



�ú'E&(VC&C�!�5)`R.[EVC&(��)hg
�!{.)}j�bQWTVTZTSTkC'E&
F
[E'�n.c nt)`��),Y�&(W/&('E&t[N�N[N�E�5)3W/&4RT-TS.gdST'NSTiNW/&�W/&

f
c

"�&\'E&(_hS4Z.),Y��5)�ST_hbQ{TS.gxU3i*[E�.U3'Ni:&('E&`W/&|j�bQWTVTZTSTkC'E&
F
c]É
[Ei:&\W.)�)%'N-Tb^+.W.[T��_^&(�5[E'*[|iN��_3Y.ST'*)�W/&

-/&(_z�ESTi:&(W.)3'*[`W/&\STWT'*)3-Ti:&^Y�&
[0, x]

Uz&40,bQWTSTi*)3-.Uz&^Y.WTSI0%e�'(c )Nc�W.)�_^&(iNS.U�kC'8[E'`j�bQWTVTZTSTkC'E&
f
S�[E'

x
c

��)3�5[�R.[Ei*)3{.)N�:U3����ST'*)�-/&(_zU3���5+/)3WTSTk\Uz&]i�U3SCY�&�_^&]-/&EU3'^kC��S1��i*U3����W.[NU3'�S5_^&�g�[EW.[E'*[EWTWTS\ST_z[N�E�5[:�
j�bQWTVTZTSTS��T+/)hj�STWTST-/&(WTS4i1�E���(�C¢E�(�,�/¡3��STWT'*)3-Ti:&^Y

[a, b]
�/i|VQ[E�T'*[`[E'NW.[Ei*[`Uh)%-/&(_ho�Y/)3�5+�&('}iN��_3Y.ST'*)

k
2n

c��x'*[E_hS1U,Y.bQ{/&(�
k
RT-.[N�zkCohi:&~{TS.U,Y�&('E&\g�)3�5+.b

[2na] + 1
S
xn
�CVC&('*[

xn = max{[2nx] − 1, [2na]}.
�LU,Y/),+.i:&(��STk|'*)3VQU3'~[N�*&h{.)�_^&%RT-.[NU3'*[E'E&��5)]-/&(_ho�Y/)3�5+�&Eg�)�VC&(VT'*[�+/[NUh)3o3&�Uz&Eg�[�-/&EU3'^kC��S}j�bQWTVTZTSTS
i~STWT'*)3-Ti:&^Y�&

[0, a]
c

Ì�D¶Ð
417Q½�O4"�&5i*Uh)3VTS8+.i*)�{TS.U,Y�&
x
S
y
�
x ≤ y

��[E'~STWT'*)3-Ti:&^Y�&
[0, a]

Uz&�i\U3SCY�&5W.)3-/&(i*)3W.U3'Ni:&('E&

(gpm) f(x)(y − x) ≤ F (y) − F (x) ≤ f(y)(y − x)

± B/=�OCH:OTAC7NP�?*ACJ/B�D]�d&(_ho�Y/)3�5+�&Eg�)�-/&(_3Y.STVC&('E&1�
f
)�-/&EU3'^kC�~&*�,«

(pr) Mn(f, y) −Mn(f, x) =

yn∑

k=0

f

(
k

2n

)
−

xn∑

k=0

f

(
k

2n

)
=

yn∑

k=xn+1

f

(
k

2n

)
.

 5&`[E'*�N),Y/)3�~S.g¸Uh)3o3&C��{.)�i`oz[E-TWT'E&}U3bCg	&`Uh)5U3�#+.��-:�5&('
yn − xn

U3���EST-/&E)hgdSL��'N����VC&('*[
x < y

��'*[
RT-TS8+/[NU3'E&('N�:{TW.[|oz[(Y.kTg�[

n
�5)�S.g	&Eg�)

xn < yn
�,c


�)3o3&�)�Y/)hU3W.[
+�&
[EZ.)3WTS.gXoz[E-TW/&('E&]U3bCg	&C«�i*U�kCVQ[�U3���EST-/&E)hg�[�[E'�iNSC+�&
f

(
k
2n

) _^&
k ≥ [2nx]+1

)�R.[(e
oz[(Y.kTg�[5[E'

f(x)
�:_^&(�5[E'*[

x < [2nx]+1
2n

�¶+�&%W/&(R.[NgdWTS.g
�C{.)
[2nx] ≤ 2nx < [2nx] + 1

�	S
f
)]-/&EU3'^kC�~&Cc

�]'~+.-TbQo3&~U3'N-/&(W/&~[E{.)3iNSC+.W.[\_^&�i*U�kCVQ[
k ≤ yn

S.g	&Eg�)
f

(
k
2n

)
≤ f(y)

�C_^&(�5[E'*[ k
2n ≤ yn

2n ≤ y
c

��'E&(VC&C�._^&�i*U�kCVQ[
n
)�i\U3SCY�&5i*)3-TSTo3&('E&|[E'\W.)3-/&(i*)3W.U3'Ni:&

f(x)(yn − xn) ≤Mn(f, y) −Mn(f, x) ≤ f(y)(yn − xn).


	Y/),+1VC&('*[~-/&(_3+/),Y.S.g�W/&
2n
R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)N«

f(x)

(
[2ny]

2n
− [2nx]

2n

)
≤ µn(f, y) − µn(f, x) ≤ f(y)

(
[2ny]

2n
− [2nx]

2n

)
.


�)3o3&5ST_hR.[(Y._hi:&Eg�)%Y/)hgdST'*)�n.c l5S8n.c Ê5S8RT-TS
n→ ∞ Uh)�R.[(Y.bQ{/&(i:& º79�:<; » c�]'|W.)3-/&(i*)3W.U3'Ni*[E'*[ º79�:<; » Uh)�R.[(Y.bQ{/&(i:&('`'NiN��-*+/)�i:&(�~WTS4U,Y/),+/U3'NiNSTk�c
�I[|R.[EVC&(_hi:&\W/&(RT-TS.g�)3-��{.)|�*�E�:�(�E�5�`�t²(�8¡��Q�E�h�%³.´5�E�5� Ú �*�.�*�.�Q³ f ��i`UhgdS.U3�#YI�#{.) F g�[z��)�+�&|)�RT-.)3VT��U3W/&('E&|+/[E-TS4S1i

�N)3_z�E-.[E�4gdW.[Eoz[~'*[E{TVTS��,�.j�bQWTVTZTSTkC'E&
F
)~�/¡3�E�#¡3�:�(�h�.�E�5�Nc

Ì�DÇÒ�Dúë�P�7EK	?*ACJ/G<7¥Â�bQWTVTZTSTkC'E&
F
)}W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&�itSTWT'*)3-Ti:&^Y�&

[0, a]
cL�]VQ[�RT-TS�'*[Ei:&

f
)

W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&\i~'*[E{TVC&('E&
x
�C'*[

F ′(x)
U3���5)hU3'NiNbQi:&5S

F ′(x) = f(x)
c

± B/=�OCH:OTAC7NP�?*ACJ/B¨��)3RT-.)3VT��U3W/&('*[NU3'N'E&�)8+.ST-.)3VT'NW.[�U,Y/),+/U3'NiNS.)�[E' º79�:<; » c¸�%&(S.U3'NSTW/&C�]&(VQ[[NU3'E&(iNS.g1i�W.)3-/&(i*)3W.U3'Ni*[E'*[ º79�:<; » y → x
�('*[�[E'�Y/)hg	&('E&
_^&
R.[(Y.STZ/&(ST'*)!R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)N�E{.)

lim
y→x

(F (y)−
F (x)) = 0

�T_^&(�5[E'*[~W.)3_^&(iNS.U3S.g�[~+�&^Y.S
y
)�R.[5e	oz[(Y.kTg�[\[E'

x
SCY.SXW.)N�T[E' º79=;>: » Uh)�R.[(Y.bQ{/&(i:&C�T{.)

|F (y) − F (x)| ≤ max{f(x), f(y)}|y − x| ≤ f(a)|y − x|,
'N���XVC&('*[

f(a)
)~�.�Eð4õ
�£�,�Q³Q¤��E�5�`U3'*[E�TW.[NU3'|W/&

f
c

 5&�+/[ERTb*U3W.)hg�Uh)3o3&C�C{.)
f
)]W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&5i�'*[E{TVC&('E&

x
c��d&(_3+/),Y.kTg�)�W.)3-/&(i*)3W.U3'Ni*[E'*[ º79�:<; » W/&

y − x
c���-TS

y > x
Uh)�R.[(Y.bQ{/&(i:&

l á



(gd) f(x) ≤ F (y) − F (x)

y − x
≤ f(y).

�]VQ[\[NU3'E&(iNS.gLi\'*[Ei:&5W.)3-/&(i*)3W.U3'Ni*[
y → x

�T'*[\[E'\W.)3RT-.)3VT��U3W/&('*[NU3'N'E&`W/&
f
i
x
U,Y/),+.i:&C�.{.)

f(y) →
f(x)

S4[E'NW.[Ei*[`[E'\Y/)hg	&('E&\_^&~R.[(Y.STZ/&(ST'*)�R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)N�/{.)
lim
y→x

F (y)−F (x)
y−x = f(x)

c��]W/&^Y/[EohST{TW.[`Uh)
-/&(_zU3���5+�&(i:&~SXVQ[Eo3&('*[

y < x
��'N-:kT�Ei:&\Uz&Eg�[5+�&�bCgdW.[z�~S.g º79�? » U −1

�,c
Ì�DÇÒ�D q �8B�½�7:@<A*OT;ª"�&E�N),Y/)3��)3'*)N�	{.)|_^&8i*U�kCVC&1-/&EU3'^kC�~&1SyW.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&tj�bQWTVTZTSTk

f
i

[0, a]R.[NU3-.),+/U3'Ni*[Ngª03U3bCgdST'*)
µ
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f
)~�.�z¤��z�Q³/�(�E´5�N��'*[\_^&5i*U�kCVC&~VQ[EW.U3'E&(WT'E&

λ
j�bQWTVTZTSTST'*)

g(x) = λ
S
h(x) = λ− f(x)Uz&5-/&EU3'^kC��SXSX[E{.)3iNSC+.W.[

f = g − h
c

�Å�:��&(VQ[
g1
)~-/&EU3'^kC�~&8i8STWT'*)3-Ti:&^Y�&

[a, c]
�dÈ

g2
)~-/&EU3'^kC�~&8i

(c, b]
�
a < c < b

�,��'*[8_^&}i*U�kCVQ[
+/[NU3'E&('N�:{TW.[|oz[(Y.kTg�[~{TS.U,Y/[

µ
j�bQWTVTZTSTkC'E&

g(x) =

{
g1(x) ako x ∈ [a, c]

µ+ g2(x) ako x ∈ (c, b])�-/&EU3'^kC�~&~i~STWT'*)3-Ti:&^Y�&
[a, b]

c	�%&(S.U3'NSTW/&C�.VC&(VT'*[|g�[z��)�+�&5Uh)�iNSC+.S1[E'\U,Y/),+.i:&(�~&('E&\-TS.U3bQWTVC&

_^&5'*[Ei:&5)�+/[NU3'E&('N�:{TW.[\+�&�ST_z�N)3-.)hg
µ
'E&(VC&C�.{.)�+�&5)�ST_hRT�#Y.W.)3W.[\W.)3-/&(i*)3W.U3'Ni*[E'*[

g1(c) ≤ µ
c
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f
)���2ôj�bQWTVTZTSTk\i�STWT'*)3-Ti:&^Y�&

[a, b]
S|+�&�+/[ERTb*U3W.)hg
�Q{.)

f
)]g�[EW.[E'*[EWTW/&�iN��i�i*Uh)3VTS

[E'8STWT'*)3-Ti:&^Y.ST'*)`U5VT-/&(ST�~&}i8'*[E{TVTST'*)
a = c0 < c1 < c2 < · · · < cn = n

c~�]VQ[
F
)5-/&EU3'^kC�~&}i

STWT'*)3-Ti:&^Y�&
[ci−1, ci]

�C'*[~_^&
x ∈ [ci−1, ci]

R.[(Y�&(o3&Eg�)
g(x) = µi + f(x)

S
h(x) = µi

c
�]VQ[

f
)�W/&Eg	&^Y.kCi:&(�~&�i

[ci−1, ci]
�]'*[�_^&

x ∈ [ci−1, ci]
R.[(Y�&(o3&Eg�)yU3��[E'Ni*)3'NW.[

g(x) = µi
S

h(x) = µi − f(x)
c��¨'*)3_hS�-/&(_zU3���5+/)3WTSTk�ST_z�EST-/&Eg�)5VQ[EW.U3'E&(WT'NST'*)

µ1 < µ2 < · · · < µn
R.[|'E&(VT��i

W/&h{TSTW��!{.)8j�bQWTVTZTSTST'*)
g
S
h
+�&�Uz&1-/&EU3'^kC��S�c¥$�U3W.[�)N��{.)

f = g − h
c�
	Y/),+.i:&(�~&('E&�-TS.U3bQWTVC&

R.[EVC&(_hi:&~VC&(V1Uh)�RT-/&(iNSX'*[Ei:&C�/&(VQ[~S.g	&Eg�)%),+.STW�0,iN��_z),Y<0
c
c

Ì�DÇî�D qLÞ OTß/7NP�7Nà�=�O��Q[E-TWTST'*)}-/&(_zU3���5+/)3WTSTk�Uh)\WTbQ�5+�&(kC'�[E'X+/[EbQ'*[E{TWTkCi:&(W.)})3i*)3WT'Nb:&^Y.W.[4iN��i
iN��_3Y.ST'*)

ci
c��I)5[N�*&h{.)~Uz&|VT-/&E)3Wt�E-.[E��S�iNSTW/&(ohS�g�[z��)hgx+�&|W/&(RT-/&(iNS.gÁRT-.[NU3'NStg�[h+.S.j�STVC&(ZTSTS�W/&

-/&(_ho�Y/)3�5+�&(WTST'*)�j�bQWTVTZTSTSXi~'*)3_hSX'*[E{TVTS�c
Ì�D q Ý ± 7:uXG<@<G<s<G�wt��'E&(VC&C�.i*U�kCVC&~��2ôe!j�bQWTVTZTSTk

f
)�-/&(_3Y.STVC&~W/&%+.i*)�-/&EU3'^kC��S1j�bQWTVTZTSTS`e

g
S
h
«
f(x) = g(x)−h(x) c!��)3VC& G S H Uz&5����U3��[E'Ni*)3'NW.[�W/&

g
S
h
c�¦�)]VC&(_hi:&Eg�)N�C{.)]-/&(_3Y.STVC&('E&

F (x) = G(x) −H(x)
)5�( (´5�|�E���Q¤��.�5�/�(�.� ºIH�J » W/& F c$�U3W.[�)N��{.)t'NbQV¸iN��_hWTSTVTi:&�U,Y/),+.WTSTk¸RT-.[N�(Y/)hgdS�«�0,-/&(_3Y�&(o3&(W.)3'*[.0�W/&

f
W/&�-/&(_3Y.STVC&¥W/&�+.i*)

-/&EU3'^kC��S�[E{.)3iNSC+.W.[tW.)})}),+.STW.U3'Ni*)3W.[Tc��%&(VTi*[��5)}Uh)`R.[(Y.bQ{TS���&(VQ[�i1 �)hj�STWTSTZTSTk�n.c p m1iN_z)hg�)hg
�
+.-TbQohS1j�bQWTVTZTSTS8i*g�)hU3'*[

g
S
h ó ¦�)�-/&(_ho�Y/),+�&Eg�)%R.[5e	R.[h+.-.[N�EW.[\'*[E_hSXiN��RT-.[NUNc"�&X'E&(_hS�Z.),Y�+�&8RT-.),+.R.[(Y/[z�~S.g
�	{.)

f(x) = g1(x) − h1(x)
)~K	;Iv�MNBÁ0,-/&(_3Y�&(o3&(W.)*0|W/&

f
VC&('*[

-/&(_3Y.STVC&5W/&%+.i*)�-/&EU3'^kC��SXj�bQWTVTZTSTS�c���)3VC&5[NU3i*)3W8'*[Ei:&
G1

S
H1

Uz& ºIH�J » W/& g1 S h1
c	$�U3W.[~)N�Q{.)

g�[z��)hgx+�&\W/&(-TST{/&Eg�)~j�bQWTVTZTSTkC'E&
F1 = G1 −H1

[N�E�~&\RT-TS.gdST'NSTiNW/&`W/&
f
U3��U5U3���5[E'*[`RT-/&(i*[T�#U

VC&(VTi*[E'*[\SXj�bQWTVTZTSTkC'E&
F
c

�����}VC&('*[
g− h = g1 − h1

�Q'*[
g+ h1 = g1 + h

c!"�&E�N),Y/)3��)3'*)N�T{.)
g+ h1

SCY.S
g1 + h

)]-/&EU3'^kC�~&
j�bQWTVTZTSTky��_^&(�5[E'*[|)%U3bCg	&5W/&~'E&(VTSTi:&*�
SX_hW/&h{TS

G +H1
S
G1 +H

Uz&~W.)3�TWTS4[N�E��SXRT-TS.gdST'NSTiNWTS�c
�]'|�I)h[E-.)hg	&~n.c Ó c!U,Y/),+.i:&C�T{.)%U3���5)hU3'NiNbQi:&5VQ[EW.U3'E&(WT'E&

λ
�T_^&�VQ[zkC'*[

G+H1 = G1 +H + λ
c!"�W/&h{TS

G−H = G1 −H1 + λ
SXU,Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[

F = F1 + λ
c
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[Eoh-/&(WTST{.)3W/&�i:&(-TS/&(ZTSTk}Uz&�i:&(�~WTS}_^&%RT-TSCY/[z��)3WTSTkC'E&~W/&�2�&('*)hg	&('NSTVC&('E&5i5�	U3'*)hU3'Ni*[E_hW/&(WTS.)3'*[Tc���[
W/&(¯5)�gdW.)3WTS.)N��'*)�[N�E-/&(_hbQi:&('4²(�(�h�5�E�~��°C¡3�t_^&(R/&EU�[E'}j�bQWTVTZTSTS��/VQ[EST'*[`i*U3����W.[NU3'8Uh)%ST_hR.[(Y._hi:&('}i
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VQ[EST'*[\S.g	&('|[Eoh-/&(WTST{.)3W/&~RT-.[EST_hi*[h+.W/&C�#&5U3���5[5'E&(VC&~S1gdW.[Eoz[5+.-TbQohS�c

Ì�D q µ
�8B�½�7:@<A*OT;��ª'E&(VC&C�TR.[EVC&(_^&^aTg�)�i�RT-.),+Ta:[h+.WTSTk8'*)3VQU3'(�C{.)�i*U�kCVC&5j�bQWTVTZTSTk`U�[Eoh-/&(WTST{.)3W/&
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[E'*�N),Y/)3�~S.gÁi*Uh)�R/&(V��#{.)�W.)�i*U�kCVC&`W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&Xj�bQWTVTZTSTk4)�U5[Eoh-/&(WTST{.)3W/&}i:&(-TS/&(ZTSTk�c%��-TS.g�)3-
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gdSTWTS.gdbCg�0z�Xg�)3'*[h+.ST'*)N��VQ[EST'*[L�5)�ST_hR.[(Y._hi:&Eg�)�ixU,Y/),+.i:&(��STkª'*)3VQU3'(cÿ����RT-.[NU3�/'x+�&^Y.S�'*[Ei:&�)
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g�)3'*[h+.Sy�¿�z¤��5¢(�|�E���Q�.�^Ø¨¡3�.�Q³1i*)3-.[zkC'NW.[|)%U3R.[E-.)3W�c
 �[E-TS�S�+�&}+/[ERTb*U3W.)hg
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&(-TohbCg�)3WT'NS���VQ[EST'*[�R.[zkTU3WTkCi:&('�_^&(�5[y)4[E'�_hW/&h{.)3WTS.)1+�&�W.)1Uh)1-/&(_h{TST'E&�),+.STW.U3'Ni*)3W.[�W/&tWTSTi*[E'*[
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Ð#D�F8;<G�P�B:à�7:@<G�w�@<O�G<@<AC7:MN;<OQP�@<B/ACB�?:½�wIA*OT@<7.DL�
Ð#DÇÝM41B/M^OT;<G<AT½�G!D�Â�bQWTVTZTSTkC'E&

f(x) = 1
x
; x ∈ (0,∞)

)~W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&1Syg�[EW.[E'*[EWTW/&CcX�]'
RT-.),+Ta:[h+.WTSTk4'*)3VQU3'}U,Y/),+.i:&C�/{.)

f
RT-TST'*)3�5&(i:&|RT-TS.gdST'NSTiNW/&

F
c
�I[Eo3&(i:&|_^&~RT-.[EST_hi*[(Y.W/&\VQ[EW.U3'E&(WT'E&

c
j�bQWTVTZTSTkC'E&

L = F + c
U3���5[|)�RT-TS.gdST'NSTiNW/&Cc��I[Ei:&\[E_hW/&h{/&(i:&C��{.)�&(VQ[\R.[(Y/[z�~S.g

c = −F (1)
�5)

R.[(Y.bQ{TS.g¥RT-TS.gdST'NSTiNW/&
L
�T_^&�VQ[zkC'*[

L(1) = 0
c

�]VC&(_hi:&5Uh)N�Q{.)
L
S.g	&�WTkCVQ[ES}_^&E�N),Y/)3�~ST'*),Y.WTS1U3i*[E�.U3'Ni:&Cc	�%&(S.U3'NSTW/&C�TW.)3VC&

k > 0
)]RT-.[EST_hi*[(Y.W/&

VQ[EW.U3'E&(WT'E&\S8+�&�R.[(Y/[z�~S.g
G(x) = L(kx)

c!"�&5RT-.[EST_hi*[h+.W/&('E&\W/&
G
R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)

G′(x) = (L(kx))′ = L′(kx) · (kx)′ =
1

kx
· k =

1

x
.

�Q[E-TW.[E'*[1-/&(i*)3W.U3'Ni*[1R.[EVC&(_hi:&C�d{.)
G
U3���5[X)~RT-TS.gdST'NSTiNW/&1W/& 1

x

S�_hW/&h{TS�_^&}WTkCVQ[zkyVQ[EW.U3'E&(WT'E&
Cj�bQWTVTZTSTST'*)

G(x)
S
L(x) + C

U3��iNR/&^+�&('(c5
¸+.-TbQohS4+.bCgdS��I¢(�1�(�£³.�*�
x > 0

)�i8U3SCY�&
L(x) + C =

G(x) = L(kx)
c	��[(Y�&(o3&Eg�)�i�'*[Ei:&�-/&(i*)3W.U3'Ni*[

x = 1
S`R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)

L(1) +C = 0 +C = L(k · 1) =
L(k)

�Q_^&(�5[E'*[
L(1) = 0

c��ª'E&(VC&C�CR.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)N�C{.)
C = L(k)

c	"�W/&h{TS1¢(�\�(�z¡3�*�X²E�E¡��.�,�.�^Ø¸�.�~¡¬�.�.�
°Q�.�¿�.�

k
S
x

º�N�O�9 » L(kx) = L(k) + L(x).

�Q[E-TW.[E'*[t-/&(i*)3W.U3'Ni*[�)}[NU3W.[EiNW.[E'*[4aQ&(-/&(VT'*)3-TS.U3'NST{TW.[yU3i*[E�.U3'Ni*[tW/&XY/[Eo3&(-TST'*gdST{TW/&('E&yj�bQWTVTZTSTkyS
j�bQWTVTZTSTkC'E&

L
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c

"�&¥+�&�+/[EVC&(��)hg÷'*[Ei:&C�%�5)�W/&(R.[NgdWTS.g
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L
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x

)1R.[(Y/[z�~ST'*),Y.W/&*�|i�STWT'*)3-Ti:&^Y�&
(0,∞)
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'*[Ei:&4+�&�[E'*�N),Y/)3�~S.g
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n ≥ 0
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n
)|ZTkQY/[4S�[E'N-TSTZ/&('*),Y.W.[�S�+�&XR.[(Y/[z�~S.g

m = −n �Å[E{.)3iNSC+.W.[ m > 0
)`ZTkQY/[1S

R.[(Y/[z�~ST'*),Y.W.[:�,c��I[Eo3&(i:&
0 = L(1) = L(xn · xm) = L(xn) + L(xm),
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L(xn) = −L(xm) = −mL(x)

��_^&(�5[E'*[
m > 0
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L(xn) = nL(x)

�
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	Y/),+�'*[Ei:&}-/&(_ho�Y/)3�5+�&Eg�)`-/&(ZTS.[EW/&^Y.W.[E'*[1{TS.U,Y/[

r = p
q
­ p ∈ Z

�
q ∈ N

c|"�&
x > 0

R.[(Y�&(o3&Eg�)
y = q

√
x
c	�I[Ei:&\[E_hW/&h{/&(i:&C�/{.)

xr = yp
SX'N���XVC&('*[

p
)�ZTkQY/[T�T'*[

L(xr) = pL(y)
c��]'~+.-TbQo3&~U3'N-/&(W/&

[E{.)3iNSC+.W.[
x = yq

S4U,Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[
L(x) = qL(y) ­ L(y) = 1

q
L(x)

c��]VQ[EWT{/&('*),Y.W.[}R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)N��{.)
L(xr) = p

q
L(x) = rL(x)
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x > 1

��'*[
L(x) > 0

S�_^&1i*Uh)3VTS�+.i*)`-/&(ZTS.[EW/&^Y.WTS�{TS.U,Y�&
a
S
b
��_^&1VQ[EST'*[

a < α < b)XST_hRT�#Y.W.)3W.[
xa < xα < xb

c¹
	Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[
L(xa) < L(xα) < L(xb)
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a
S
b
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aL(x) < L(xα) < bL(x)
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L(x) > 0
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aL(x) < αL(x) < bL(x)
c�"�W/&h{TS4{TS.U,Y�&('E&

L(xα)
S
αL(x)

�z¡5�z�(²E���/Ø¸�E�ô�E�E�8�(�z¡3�*���.�.�~¡ï�#�(�z�y�(�÷�(�.²(�
[aL(x), bL(x)]

Ù
¢(�8�*�(ð.�5�
a
�
b
�¿�

�Q�E�.�.�(�.�z�.�.�L�
a < α < b

cy�d&(_z�EST-/ÈtUh)N�![E't'NbQV¥U,Y/),+.i:&C�	{.)
L(xα) = αL(x)

c��]W/&^Y/[EohST{TW.[tUh)
-/&(_zU3���5+�&(i:&~i|U,Y.bQ{/&(k��CVQ[Eo3&('*[

x ∈ (0, 1)
c

�����tVC&('*[
0 = L(1α) = αL(1) = 0

��'*[}-/&(i*)3W.U3'Ni*[E'*[
L(xα) = αL(x)

)�ST_hRT�#Y.W.)3W.[X_^&`i*U�kCVQ[
x > 0

S8_^&5i*U�kCVQ[
α
c

Ð#DÇÝ�D q ��)3VC&
x0 6= 1

e5W/&(RT-TS.g�)3-x+�&�ST_z�N)3-.)hg
x0 = 6

SL+�&�R.[(Y/[z�~S.g
y0 = 1

L(6)

e5'*[Ei:&y)
iN��_zg�[z�~W.[T�Q_^&(�5[E'*[%[E'

6 6= 1
U,Y/),+.i:&

L(6) 6= L(1) = 0
�¶+�&�W/&(R.[NgdWTS.g
�Q{.)

L
)�U3'N-.[Eoz[%g�[EW.[E'*[EWTW/&*�,c

Ð#DÇÝ�D¶µ ± 7:uXG<@<G<s<G�w	D�©�S.U,Y/[E'*[
6y0 = 6

1
L(6) = L(6)

√
6
Uh)`W/&(-TST{/&y�(�h�.�E�(���.��¡3�h�~¡3�h�~�E¡3�.�.�~¡

�.�E�£�£���.�%¤��1S1U3'E&(WC+�&(-T'NW.[|Uh)%[E_hW/&h{/&(i:&\U%�EbQVTi:&('E&
e
c

�]RT-/&(iE+�&(WTS.)�_^&~oz[E-TW/&('E&~+/)hj�STWTSTZTSTk1)%j�&(VT'N�/'(�/{.)
L
RT-.),+/U3'E&(iEY.kCi:&\Y/[Eo3&(-TST'N��gxRT-TS1[NU3W.[Ei:&

e
«
L(x) = loge x

_^&�i*U�kCVQ[
x > 0

c	"�&�+�&�+/[EVC&(��)hg�'*[Ei:&%)�+/[NU3'E&('N�:{TW.[�+�&�_^&E�N),Y/)3�~S.g
�Q{.)
L(e) = 1e	W/&(S.U3'NSTW/&C«

L(e) = L(6y0) = y0L(6) =
1

L(6)
· L(6) = 1.


	Y/),+4'*[Ei:&`&(VQ[
x > 0

�.'*[
x = eloge x

S1_hW/&h{TS
L(x) = L(eloge x) = loge x · L(e) = loge x

c
��'E&(VC&C�
+/[EVC&(_^&^aTg�)N��{.)

L ® Y/[Eo3&(-TST'*gdST{TW/&}j�bQWTVTZTSTk8RT-TS4[NU3W.[Ei:&\{TS.U,Y/[E'*[ e c]���ESTVTW.[Ei*)3W.[|'^k4Uh)�W/&(-TST{/&¡3�h�~¡3�h�~�E¡3�}�.�E�£�£���.�~�,¤ÃS8_^&�W.)3k8S.g	&~U3R.)3ZTS/&^Y/)3W4U3S.gdi*[(YI«
L(x) = lnx

c
Ð#DÇÝ�DÇÆQP8G<?EP�B/ACBQ
.D���)3-.[zkC'NW.[�)�W.[E-.g	&^Y.W.[]+�&�Uh)!_^&(RTST'E&Eg�)�VC&(VTi*[�R.[�e�'*[E{TW.[�)!{TS.U,Y/[E'*[T�NVQ[N)3'*[

)`[NU3W.[Ei:&XW/&8Y/[Eo3&(-TST'N��gd�/'(�!VQ[E�T'*[4W/&(-TST{/&Eg�)t03)hU3'*)hU3'Ni*)3WI0Ect�I[Ei:&C��VQ[N)3'*[�g�[z��)|+�&1Uh)|VC&(��)t03[E'
RT-T��i~R.[Eo�Y/),+<0E�.)�{.)

e > 1
��_^&(�5[E'*[

L(6) > 0
S
e = L(6)

√
6
�,c	"�&�+�&�R.[(Y.bQ{TS.g�R.[Ei*)3{.)�STW.j%[E-.g	&(ZTSTk

_^&
e
�5)�ST_hR.[(Y._hi:&Eg�)5W.)3-/&(i*)3W.U3'Ni:&('E& º79=;>: » RT-TS x = 1

S
y = 1 + 1

n
= n+1

n

�¶+�&|[E'*�N),Y/)3�~S.g
��{.)
'*[Eo3&(i:&

y − x = 1
n

�,«
1
n+1
n

(
1 +

1

n
− 1

)
≤ ln

(
1 +

1

n

)
− ln 1 ≤

(
1 +

1

n
− 1

)
;

1

n+ 1
≤ ln

(
1 +

1

n

)
≤ 1

n
.

�]'�+.kTU3W.[E'*[�W.)3-/&(i*)3W.U3'Ni*[xUh)�R.[(Y.bQ{/&(i:&C��{.)
ln(1 + 1

n
)n ≤ 1 = ln e

S¨_hW/&h{TS
(1 + 1

n
)n ≤ e

c
�]W/&^Y/[EohST{TW.[�[E'�Y.kCi*[E'*[�W.)3-/&(i*)3W.U3'Ni*[�R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)N�
{.)

e ≤ (1 + 1
n
)n+1 cÁ�]VQ[�R.[(Y/[z�~S.g an =

(1 + 1
n
)n
�C'*[\[E'~i*)3-TSTo3&('E&\W.)3-/&(i*)3W.U3'Ni:&

º 
 »
(

1 +
1

n

)n

≤ e ≤
(

1 +
1

n

)n+1

Uh)�R.[(Y.bQ{/&(i:&C�.{.)
1 ≤ e

an
≤ 1 + 1

n

c!�]{.)3iNSC+.W.[|)�Uh)3o3&C�T{.)
e = lim

n→∞
(1 + 1

n
)n
c
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¦�)}[E'*�N),Y/)3�~S.g
��{.)}[E'4oz[E-TW.[E'*[1Y/)hU3W.[�Uh)|R.[(Y.bQ{/&(i:&C��{.)
e > 2

c���)|'*[(Y/[EVQ[Ei:&�[E{.)3iNSC+.W.[�Uh)
R.[(Y.bQ{/&(i:&C�T{.)

e < 3
c	��[~RT-TS

n = 5
W/&(RT-TS.g�)3-1R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)N�.{.)

2.48832 =

(
6

5

)5

< e <

(
6

5

)6

= 2.985984

Ð#DÇÝ�DÍÌ Þ O:K	O��<O ∗ D! �-TbQoz[\U,Y/),+/U3'NiNS.)�[E' º 
 » )%U,Y/),+.W.[E'*[~RT-.),+/U3'E&(iNkCW.)�W/& e VC&('*[~oh-/&(WTSTZ/&C«

e = lim
n→∞

(
1 +

1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ · · · + 1

n!

)
.

�]'�'*[Ei:&�-/&(i*)3W.U3'Ni*[]U,Y/),+.i:&C�({.)
e
)dST-/&(ZTS.[EW/&^Y.W.[Tc� �[EVC&(��)3'*) ∗ '*[Ei:&�'NiN��-*+/)3WTS.)Nc���-TS.�(Y.ST_hST'*),Y.W/&('E&U3'*[E�TW.[NU3'|W/&

e
)�-/&(iNW/&5W/&

2.718 281 828 459 . . .
c

Ð#DÇÝ�D¶Ð4�d&(_z�EST-/&8Uh)N�#[E'}oz[E-TW.[E'*[`Y/)hU3W.[}Uh)�R.[(Y.bQ{/&(i:&`RT-.[EST_hi*[h+.W/&('E&}W/&`j�bQWTVTZTSTkC'E&
loga x

RT-TS
RT-.[EST_hi*[(Y.W.[

a > 0 ­ a 6= 1
«
loga x = lnx

lna

c	"�W/&h{TS
(loga x)

′ =
(

lnx
lna

)′
= 1

ln a(lnx)
′ = 1

x lna

c
Ð#DÇÝ�DÇÒ�F8B/=�OCH:OTAC7NP�@<O�u8v�@<=<s<G�w	D¨Â�bQWTVTZTSTkC'E&

g(x) = ex
)X[N�E-/&('NW/&�W/&

f(y) = ln y
cx�]'

'*)h[E-.)hg	&|lCc p Ê�R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)N�.{.)
g(x)

S.g	&5RT-.[EST_hi*[h+.W/&\S1&(VQ[
x = ln y

�C'*[
g′(x)f ′(y) = 1

c�
�+.-TbQohS
+.bCgdS

g′(x) 1
y

= 1
S¥_hW/&h{TS

g′(x) = y
cx
�)3o3&�[E't-/&(i*)3W.U3'Ni*[E'*[

x = ln y
R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)

y = ex
S

U,Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[
(ex)′ = ex

c
"�&�R.[EVC&(_^&('*),Y.W/&�j�bQWTVTZTSTk¥U}RT-.[EST_hi*[(Y.W/&�[NU3W.[Ei:&

a > 0
Uh)3o3&�Uh)}R.[(Y.bQ{/&(i:&

(ax)′ = ax ln a
c

�%&(S.U3'NSTW/&C�(+/[NU3'E&('N�:{TW.[�)�+�&�U3��[N�E-/&(_hS.g
�N{.)
a = eln a

�ÅU,Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[
ax = ex ln a �#S�+�&�ST_hR.[(Y._hi:&Eg�)RT-/&(iNSCY/[E'*[\_^&�+.S.j%)3-.)3WTZTST-/&(W.)�W/&~U,Y/[z�~W/&\j�bQWTVTZTSTk�c

Ð#DÇÝ�D�ê~ë�AC7:9<7:@<@<O5u8v�@<=<s<G�w	Dd��-TS%Z.),Y.S�U3'*[E�TW.[NU3'NS�W/&
a
�
a = n

�/RT-.[EST_hi*[h+.W/&('E&]W/&�j�bQWTVTZTSTkC'E&
xn

g�[z��)�+�&�Uh)4RT-.)hUhg�)3'NW.)4+.ST-.)3VT'NW.[�e5+/[NU3'E&('N�:{TW.[�)1+�&y-/&(_3Y/[z�~S.g
yn − xn

W/&�gdW.[z�~ST'*),Y.S
S¥+�&4R.[(Y/[z�~S.gòU,Y/),+L'*[Ei:&

y → x
i�{/&EU3'NW.[E'*[ yn−xn

y−x
_^&4+�&tUh)}R.[(Y.bQ{TS�ST_hi*)hU3'NW.[E'*[y-/&(i*)3W.U3'Ni*[

(xa)′ = axa−1 c�
ªg	&^Y.VQ[}R.[Ei*)3{.)5b*U3SCY.STktg�[z��)hgx+�&|+/[EVC&(��)hg
��{.)�'*[})�iNkC-TW.[`S�_^&|-/&(ZTS.[EW/&^Y.WTSU3'*[E�TW.[NU3'NS1W/&
a
c	��[5RT-TSXST-/&(ZTS.[EW/&^Y.W.[

a
U3��i*Uh)hg¥W.)%)�[E{.)3iNSC+.W.[T�.{.)

(ax)′ = axa−1 c��[NU,Y/),+.W.[E'*[�-/&(i*)3W.U3'Ni*[\¢(�5�E���(�C¢E�(�,�.�.�
a
g�[z��)]+�&%Uh)]Uh)�R.[(Y.bQ{TS`R.[�U,Y/),+.WTSTk|W/&h{TSTW�«�_^&

x > 0S.g	&Eg�)
xa = ea lnx c	"�W/&h{TS (xa)′ = (ea lnx)′ = ea lnx(a ln x)′

�C'*[N)hU3'
(xa)′ = xaa 1

x
= axa−1 c

Ð#DÇÝ�DÇì�F8;<Gd½�7:;<G!D
��-.)hUhg�)3'NW.)3'*)%RT-.[EST_hi*[h+.WTST'*)�W/&5j�bQWTVTZTSTST'*)N«
��&*�

x2 lnx ­ ln (x+ log2 x) ­ logx a ­ ln lnx
S

log2 log3 log4 x ­�Å�:�
x3ex ­ ex2 ­ 2a ln x ­ e√ln x ­ S a loga x

x ­��iQ�
loga

ax−xa

ax+xa ­ eax ln sin bx ­ esinx + sin ex
S

log1+2x(2x + 3x)
c

Ð#D qSR ß/;<OTAC@<GªAC;<G<MNB/@<B�½�7:AC;<GK�<@<G¨u8v�@<=<s<G<G!D� 5&`-/&(_ho�Y/),+�&Eg�)\j�bQWTVTZTSTkC'E&
f(x) = 1

1+x2

c
��k`)�g�[EW.[E'*[EWTW/&�S|W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&5iN��i�i*Uh)3VTS8[E'�STWT'*)3-Ti:&^Y.ST'*)

(−∞, 0]
S

[0,∞)
c��]'�'*[Ei:&�U,Y/),+.i:&C�

{.)
f
)�R.[%{/&EU3'NS}g�[EW.[E'*[EWTW/&�S|W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&�i�ZTkQY�&('E&%{TS.U,Y/[Ei:&�[NUN�C[E'�VT�#+/)3'*[�U,Y/),+.i:&Cc	"�W/&h{TS}'^k

RT-TST'*)3�5&(i:&4�Å[N�ESTVTW.[Ei*)3W/&*��RT-TS.gdST'NSTiNW/&C�.+�&5VC&(��)hg
F
c��]'|[NU3W.[EiNW/&('E&\'*)h[E-.)hg	&5W/&5STWT'*)3oh-/&^Y.W.[E'*[

UhgdkC'E&(W.)8U,Y/),+.i:&C� {.)
f
S.g	&4�N)3_z�E-.[E�¥gdW.[Eoz[4RT-TS.gdST'NSTiNWTS��!i*Uh)3VTS�+.i*)}[E'4VQ[EST'*[tUh)|-/&(_3Y.ST{/&(i:&('�U

VQ[EW.U3'E&(WT'E&Cc��%&(RT-TS.g�)3-LU3���5)hU3'NiNbQi:&�),+.STW.U3'Ni*)3W/&�RT-TS.gdST'NSTiNW/&
F
�	_^&1VQ[zkC'*[

F (0) = 0
c��I[Ei:&�)

iNkC-TW.[T�._^&(�5[E'*[`&(VQ[
G
)%WTkCVQ[zk1RT-TS.gdST'NSTiNW/&\W/&

f
�T'*[

F (x) = G(x) −G(0)
)�U3���5[~RT-TS.gdST'NSTiNW/&

SX[E{.)3iNSC+.W.[
F (0) = 0

c
�����`VC&('*[

F ′(x) = f(x) = 1
1+x2 > 0

�:'*[
F
)]-/&EU3'^kC�~&%S`i�STWT'*)3-Ti:&^Y�&

(−∞,∞)
c	"�&�+�&�iNSC+.S.g

VC&(Vt+/)3�.U3'Ni:&
F
���5)5-/&(_ho�Y/),+�&Eg�)\R.[Ng�[E��W/&('E&Xj�bQWTVTZTSTk

ϕ(t) = F (tg t)
W/&(RT-TS.g�)3-�_^&}STWT'*)3-Ti:&^Y�&

t ∈ (−π
2 ,

π
2 )
c]�]'|RT-/&(iNSCY/[E'*[|_^&5+.S.j%)3-.)3WTZTST-/&(W.)�W/&\U,Y/[z�~W/&|j�bQWTVTZTSTk8R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)N��{.)%_^&~i*U�kCVQ[

t ∈ (−π
2 ,

π
2 )
U3���5)hU3'NiNbQi:&

ϕ′(t)
S

ϕ′(t) = F ′(tg t)(tg t)′ =
1

1 + tg2 t
· 1

cos2 t
= 1

ÊNl



_^&�i*U�kCVQ[
t
c��]'%[NU3W.[EiNW/&('E&�'*)h[E-.)hg	&�W/&�STWT'*)3oh-/&^Y.W.[E'*[%UhgdkC'E&(W.)�U,Y/),+.i:&C�*{.)
U3���5)hU3'NiNbQi:&�VQ[EW.U3'E&(WT'E&

c
��_^&|VQ[zkC'*[

ϕ(t) = t + c
_^&|i*U�kCVQ[

t ∈ (−π
2 ,

π
2 )
c�"�&\+�&|[ERT-.),+/),Y.S.g

c
R.[(Y�&(o3&Eg�)~W/&(RT-TS.g�)3-

t = 0
«

ϕ(0) = F (tg 0) = F (0) = 0
c}�]'X'NbQV�U,Y/),+.i:&C�<{.)

ϕ(0) = 0 + c
S�_hW/&h{TS

c = 0
c}
ª+.-TbQohSt+.bCgdS

F (tg t) = t
¢(�}�(�£³.�*�

t
[E'|STWT'*)3-Ti:&^Y�&

(−π
2 ,

π
2 )
c���'E&(VC&C��[EVC&(_hi:&`Uh)N�.{.)

F
)\�( ��Q�E�5�.�E�5� Ú �*�.�*�.�Q³W/&�'*[E_hS8VCY/[EW8W/&

tg
�QVQ[E�T'*[\)�[ERT-.),+/),Y/)3WXi~STWT'*)3-Ti:&^Y�&

(−π
2 ,

π
2 )
c���k8Uh)�W/&(-TST{/&}�£���*�*�%�5�E�/�,¡3�.��[E'

x
SX[N�ESTVTW.[Ei*)3W.[\Uh)��N),Y/)3�~S1U

arctgx
SCY.S

arctan x
c!Â�bQWTVTZTSTkC'E&

arctg
)�+/)hj�STWTST-/&(W/&�i

(−∞,∞)S8RT-TS.)hg	&\U3'*[E�TW.[NU3'NS1i~STWT'*)3-Ti:&^Y�&
(−π

2 ,
π
2 )
c

"�&]RT�#Y.W.[E'E&��5)�Uh)�bC�N),+.S.g
�N{.)�_^&]i*U�kCVQ[
x ∈ (−∞,∞)

)�i�U3SCY�&
tgF (x) = x

cd"�&�'E&(_hS~Z.),Y~W.)3VC&
+�&
R.[(Y/[z�~S.g

x = tg t
_^&�WTkCVQ[N)

t ∈ (−π
2 ,

π
2 )
�
t
U3���5)hU3'NiNbQi:&C�(_^&(�5[E'*[]j�bQWTVTZTSTkC'E&

tg
�E���/¡¬¤����(�h�.°Q�*�

�h�5�(ð.�.�(�h�5����iNST�~'*) p c íN�!i\STWT'*)3-Ti:&^Y�&
(−π

2 ,
π
2 )
�,c	�I[Eo3&(i:&

tgF (x) = tg (F (tg t)) = tg t = x
c
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(π2 ,
3π
2 ) Û|å �E�£�N�(�(Ù!�.�E�(�5�£�T³.ð.�*�t�£�����.�.�~¡��Q�^¢(�z�^Ø¸²E¡3�.�Q³1¢(�`�*�(�.�h�5�E�.�5�E�5� c �E��� t = π�.�,�.�*°Q�N�(�z¤%¡

F (tg(π)) = 0 = π + c
�4¢(�.�E°Q�

c = −π Û�V �/¡3²(�E�(�E�~¡¬�.�.� F (tg(t)) = t − π
¢(�X�(�£³.�*�

t ∈ (π2 ,
3π
2 )
� Ú �*�.�*�.�Q³.�5� G(t) = π+F (t)

¡��( ��Q�E�5�.�E�5� Ú �*�.�*�.�Q³|�.�%�(�.�(�.�%�.�%�5�E�/�,¡3�.�¿�(Ù��*�(ð.�5�¡%�(�E�#¡3²E¡¬�/¡3�4�\�.�.�~¡ï�#�(�z�.�
(π2 ,

3π
2 ) Û

Ð#DÇÆ���[LU3����STkªW/&h{TSTW�-/&(_ho�Y/)3�5+�&Eg�)¥j�bQWTVTZTSTkC'E&
f(x) = 1√

1−x2

c·��kª)�W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&xi
STWT'*)3-Ti:&^Y�&

(−1, 1)
Sx)1g�[EW.[E'*[EWTW/&�iN��iyi*Uh)3VTSÁ[E'ySTWT'*)3-Ti:&^Y.ST'*)

(−1, 0]
��W/&Eg	&^Y.kCi:&(�~&*�\S

[0, 1)��-/&EU3'^kC�~&*�,c
�%&(VT'*[yiyRT-.),+Ta:[h+.WTSTkx'*)3VQU3'�[E'y'*[Ei:&�U,Y/),+.i:&C�
{.)

F
RT-TST'*)3�5&(i:&yRT-TS.gdST'NSTiNW/&yiySTWT'*)3-Ti:&^Y�&

(−1, 1)
c	��-TS}VQ[N)3'*[5g�[z��)hg�+�&%ST_z�N)3-.)hg�'E&(VC&(i:&�RT-TS.gdST'NSTiNW/&

F
�Q{.)

F (0) = 0
cI 5&%R.[(Y/[z�~S.g¥U,Y/),+

'*[Ei:&
ψ(t) = F (sin(t))

_^&
t ∈ (−π

2 ,
π
2 )
c!
!'E&(WC+�&(-T'NWTS4RT-.)hUhgdkC'E&(WTSTk1R.[EVC&(_hi:&('(�.{.)

ψ′(t) = F ′(sin t) · (sin t)′ =
1√

1 − sin2 t
· cos t =

1

| cos t| · cos t = 1,

_^&(�5[E'*[~_^&
t ∈ (−π

2 ,
π
2 )
)�ST_hRT�#Y.W.)3W.[ | cos t| = cos t

c
�]'NW.[Ei*[�[E'�[NU3W.[EiNW/&('E&�'*)h[E-.)hg	&�W/&�STWT'*)3oh-/&^Y.W.[E'*[¥UhgdkC'E&(W.)4R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)N��{.)

ψ(t) = t + c
�

VT�#+/)3'*[
c
)�VQ[EW.U3'E&(WT'E&Cc�"�&%+�&�[ERT-.),+/),Y.S.g�W.)3�TW/&('E&5U3'*[E�TW.[NU3'(�TR.[(Y�&(o3&Eg�)

t = 0
«
ψ(0) = F (sin 0) =

F (0) = 0
c��]'~+.-TbQo3&~U3'N-/&(W/&

ψ(0) = 0 + c
SX_hW/&h{TS

c = 0
c

��'E&(VC&C��_^&\i*U�kCVQ[
t ∈ (−π

2 ,
π
2 )
)%ST_hRT�#Y.W.)3W.[|-/&(i*)3W.U3'Ni*[E'*[

F (sin t) = t
c
�I[Ei:&|�E_hW/&h{/&(i:&C��{.)

F)X�( ��Q�E�5�.�E�5� Ú �*�.�*�.�Q³�W/& sin t
i1STWT'*)3-Ti:&^Y�&

(−π
2 ,

π
2 )
cX��k�[N�ESTVTW.[Ei*)3W.[�Uh)|[E_hW/&h{/&(i:&4U

arcsin x��{.)3'*)%Uh)|0h&(-TVTb*U%U3STWTb*U*0�[E'
x
�,c


L+.-TbQohS}+.bCgdS��/&(VQ[
t = F (x)

�T'*[
sin t = x

�CVQ[N)3'*[\[E_hW/&h{/&(i:&C�/{.)
sinF (x) = x ∀x ∈ (−1, 1)

c
Ð#DÍÌ���)3VC&|U,Y/),+�'*[Ei:&~+�&~R.[(Y/[z�~S.g

τ = π
2 − t

c��I[Eo3&(i:&
cos τ = sin t = x

c]"�W/&h{TSt&(VQ[}[E_hW/&h{TS.g
G(x) = π

2 − F (x)
�T�5)�R.[(Y.bQ{TS.g

G(cos τ) = G(sin t) = π
2 − F (sin t) = π

2 − t = τ
c


L+.-TbQohS8+.bCgdS��
G ® �( ��Q�E�5�.�E�5� Ú �*�.�*�.�Q³4W/& cos

c	��kX[N�ESTVTW.[Ei*)3W.[|Uh)%[E_hW/&h{/&(i:&\U3��U%U3S.gdi*[(Y�&
G(x) = arccos x

��{.)3'*)%Uh)\0h&(-TVTb*U%VQ[NU3STWTb*U*0%[E'
x
�,c

�]'5-/&(i*)3W.U3'Ni*[E'*[
G(x) = π

2 −F (x)
[E{.)3iNSC+.W.[5R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)N�T{.)

(arccos x)′ = G′(x) = − 1√
1−x2

c
Ð#DÍÌ�D q  �[EVC&(��)3'*)N�#{.)

cos (arcsinx) =
√

1 − x2
c
Ñ`9<>dACJ/OT@<7.À�-/&(_z�EST-/&|Uh)N�/'*[Ei:&\U,Y/),+.i:&\R.[E{T'NS

W/&(RT-/&(i*[�[E'yW/&h{TSTW/&C��R.[yVQ[E�T'*[�[ERT-.),+/),Y.SCaTg�)�j�bQWTVTZTSTkC'E&
arccos x

c��]'y+.-TbQo3&yU3'N-/&(W/&yg�[z��)hg
+�&`ST_hR.[(Y._hi:&Eg�)N�I{.)\&(VQ[8RT-.[EST_hi*[h+.WTST'*)\W/&`+.i*)~j�bQWTVTZTSTS�U3��iNR/&^+�&('Xi}+�&^+/)3WtSTWT'*)3-Ti:&^YI�I'*[}'*)~Uh)
-/&(_3Y.ST{/&(i:&('�U1VQ[EW.U3'E&(WT'E&�'E&Eg
c¹�þU,Y.bQ{/&(kÁ)X+/[NU3'E&('N�:{TW.[�+�&yRT-.[Ei*)3-TST'*)N��{.)

(cos(arcsinx))′ =(√
1 − x2

)′ c	�]'%'*[Ei:&�U,Y/),+.i:&C�:{.)]U3���5)hU3'NiNbQi:&�VQ[EW.U3'E&(WT'E&
c
�*_^&�VQ[zkC'*[

cos(arcsinx) =
√

1 − x2 + c_^&
x ∈ (−1, 1)

c�"�&�+�&~[ERT-.),+/),Y.ST'*)
c
�CR.[(Y/[z��)3'*)�i\R.[NU,Y/),+.W.[E'*[\-/&(i*)3W.U3'Ni*[

x = 0
c

Ð#DÍÌ�D¶µ�
	Y/),+.i:&`+�&8[E'*�N),Y/)3�~S.g
�I{.)~U\&(W/&^Y/[EohST{TWTSy-/&(_zU3���5+/)3WTSTk�g�[Eo3&('X+�&}Uh)�+/[EVC&(_hi:&('1W/&(��e
-/&(_3Y.ST{TWTS1'N���5+/)hU3'Ni:&Ccd �[EVC&(��)3'*)�W/&(RT-TS.g�)3-��.{.)

��&*�
cos(arctg x) = 1√

1+x2

S
tg(arccos x) =

√
1−x2

x
­

ÊNÊ



�Å�:�
tg(arcsinx) = x√

1−x2

S
ctg(arctg x) = 1

x
­��iQ�

sin(2 arctg x) = 2x
1+x2

S
cos(2 arctg x) = 1−x2

1+x2

c
��o(�� �[EVC&(��)3'*)N�I{.)

arcsinx + arcsin y = arcsin(x
√

1 − y2 + y
√

1 − x2)
��&(VQ[})�i8U3SCY�&

xy ≤ 0SCY.S
x2 + y2 ≤ 1

c]����RT�/'Ni:&(W.)N«	-/&(_ho�Y/)3�5+�&(�T'*)
y
VC&('*[~VQ[EW.U3'E&(WT'E&C��&

x
VC&('*[\RT-.[Ng�)3WCY.STi:&Cc �

�¶+#�	 �[EVC&(��)3'*)N�/{.)%&(VQ[
xy < 1

�C'*[
arctg x+ arctg y = arctg x+y

1−xy
c

�Å)^�!��-.)hUhg�)3'NW.)3'*)
sin(3 arcsin x)

��R.[�ed'*[E{TW.[�+/[EVC&(��)3'*)N�.{.)]'*[Ei:&�)]R.[(Y.STW.[Ng!�!S
sin(4 arcsin x)

c
Ð#D¶Ð1
�)3o3&~g�[z��)hg�+�&�W/&(RTST¯5)hgLj�bQWTVTZTSTkC'E&

g
[E'`lCc p n.c lC«

g(y) = 2 sin

(
1

3
arcsin

(
1 − y

2

))

SXU3��[E'Ni*)3'NW.[|W.)3�TW/&('E&~RT-.[EST_hi*[h+.W/&1��iNST�~'*) Ó c p n.c nQ�,«

g′(y) = −
2 cos

(
1
3 arcsin

(
1−y
2

))

3
√

3 + 2y − y2
.

Ð#D¶Ð#D q �]'�RT-/&(iNSCY/[E'*[�_^&�+.S.j%)3-.)3WTZTST-/&(W.)�W/&�U,Y/[z�~W/&�j�bQWTVTZTSTk\W.)3R.[NU3-.),+/U3'Ni*)3W.[~Uh)]R.[(Y.bQ{/&(i:&C�
{.)

(
2 sin

(
1

3
arcsin

(
1 − y

2

)))′
= −

2 cos
(

1
3 arcsin

(
1−y
2

))

3
√

3 + 2y − y2
.

Ð#DÇÒ���-.)hUhg�)3'NW.)3'*)8RT-TS¥g	&^Y.VTS¥U3'*[E�TW.[NU3'NS¥W/&
n
j�bQWTVTZTSTkC'E&

Tn(x) = cos(n arccos x)
c
Tn

Uh)
W/&(-TST{/&}�.�,�.�.�.�,¤��.�SWI¡3 (� é �E�5SXS.g	&5i:&(�~WTSX_^&�'*)h[E-TSTkC'E&~W/&\&(RT-.[EVQU3S.g	&(ZTSTST'*)�U3i*[E�.U3'Ni:&Cc��&*�	 �[EVC&(��)3'*)N�/{.)

Tn+1(x) − 2xTn(x) + Tn−1(x) ≡ 0
c

�Å�:���<)3¯5)3'*)\bQ-/&(iNW.)3WTS.)3'*[
Tn(x) = 0

����RT�/'Ni:&(W.)N«�-.)3¯5)3'*)~oz[8RT-TS
n = 2, 3, 4, 5

S
6 ­ &(VQ[Xi*Uh)[E�5)�W.)%)�kTU3W.[~VQ[ES1Uz&5-.)3¯5)3WTSTkC'E&C�.RT-.)hgdSTW.)3'*)%VT��g¥U,Y/),+.i:&(��STkX'*)3VQU3'Q�,c

Ò�D�687:B/9<;<7EK	7NP�7:@xG<@<AC7:MN;<OQP�D R ?*@<B/J/@<GL9<BYX�J/OTACG�H:Ot9<;<7:?:½�wIA*OT@<74@<Ot@<7:B/9<;<7EK	7NP�7:@<G
G<@<AC7:MN;<OQP�G!D

Ò�D q  5&�RT-.),+.R.[(Y/[z�~S.g
�.{.)���2ÿj�bQWTVTZTSTkC'E&
f
)]+/)hj�STWTST-/&(W/&�i5STWT'*)3-Ti:&^Y�&

< a, b >
��i~[N�E��STk

U,Y.bQ{/&(�4e
RT-.[EST_hi*[(Y/)3W��,c��I[Eo3&(i:&
f
S.g	&`�N)3_z�E-.[E��gdW.[Eoz[8[N�E��S�RT-TS.gdST'NSTiNWTS�S¥�(�z¡3�*��²E�E¡~�(�÷�%³UT

�z¡��Q�^¢h�.�.°Q�N�(�E�÷���*�(�.�h�5�E�.�5�Nc
�]VQ[

F
)%[N�E�~&5RT-TS.gdST'NSTiNW/&~W/&

f
S
C ® VQ[EW.U3'E&(WT'E&C��'*[\[E{.)3iNSC+.W.[\j�bQWTVTZTSTkC'E& F + C

)�U3���5[
ºIH�J » W/& F cL���E-/&('NW.[T�
&(VQ[�j�bQWTVTZTSTST'*) F S

G
Uz&1+/)hj�STWTST-/&(WTS�i�+�&^+/)3W�STWT'*)3-Ti:&^Y

< a, b >S�_^&4��2 j�bQWTVTZTSTkC'E&
f
)`ST_hRT�#Y.W.)3W.[

F ′(x) = G′(x) = f(x)
_^&1i*U�kCVQ[

x ∈< a, b >
�d_^&XVQ[N)3'*[

f
)�W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&C�%'*[¥U3��o�Y�&EU3W.[L[NU3W.[EiNW/&('E&¥'*)h[E-.)hg	&�W/&�STWT'*)3oh-/&^Y.W.[E'*[LUhgdkC'E&(W.)�U3���5)hU3'NiNbQi:&

VQ[EW.U3'E&(WT'E&
C
�C_^&5VQ[zkC'*[

F (x) = G(x) + C
_^&5i*U�kCVQ[

x ∈< a, b >
c

Ò�D¶µ ± 7:uXG<@<G<s<G�w[Z1�.�^Ø¨¡3�h�~�(�(�5�y�(� �(�h�.°Q�*�¸�E���Q¤��.�5�/�(�.�
f
Ù\�*�(�.�5�y�¿��²E¡ Ú �.�.�E�Q�E�.�¨�²(�E²E¡3�1�.�.�~¡ï�#�(�z�

∆
�z¡��.�£���.°Q�\�/¡3�(�E�#¡3²E¡¬�/¡3�8�.�.�~¡h���Q�z�1�(� Ú �*�.�*�.�Q³.�5� f � ∆

�1�z¡��z¢(�.�E°Q�N�(�|�z�(�
�h�Q¤%�(�,�.� ∫

f(x) dx Û�]VQ[
F ® ºIH�J » W/& f �]'*[�RTST¯5)hg ∫

f(x) dx = F (x) + C
��RT-TS¸VQ[N)3'*[LUh)�R.[h+.-/&(_z�EST-/&C��{.)

C
g�[z��)1+�&�)1RT-.[EST_hi*[(Y.W.[y{TS.U,Y/[Á�Å[E{.)3iNSC+.W.[�R.[te�RT-/&(iNSCY.W.[��ESx�ESCY/[�+�&tRTST¯5)hg ∫

f(x) dx =
{F (x) + C|C ∈ R} �,cÁ��[�'E&(VT��i�W/&h{TSTWÁU3S.gdi*[(Y.�/' ∫

f(x) dx
Uh)XST_hR.[(Y._hi:&�_^&t[N�N[E_hW/&h{/&(i:&(W.)3'*[

VC&(VT'*[`W/&~ZTkQY/[E'*[}gdW.[z��)hU3'Ni*[8[E'|RT-TS.gdST'NSTiNWTS��#'E&(VC&|S4W/&~WTkCVQ[zk4VQ[EWTVT-.)3'NW/&`RT-TS.gdST'NSTiNW/&Cc��I[E_hS
W/&h{TSTW`W/&�[E_hW/&h{.)3WTSTk})���-/&(_z�EST-/&�Uh)^�dW.)3VQ[E-.)3VT'*)3W��QW.[�)][N�E�5[ERT-TS.)3' ­ RT-TS.)hg	&Eg�)]oz[�S|WTS.)Ncd�d&(_z�EST-/&Uh)N�Q[E'�'*[Ei:&�U,Y/),+.i:&C�:{.)��(�£³.�*�%-/&(i*)3W.U3'Ni*[�g�)3�5+.b\W.)h[ERT-.),+/),Y/)3WTS}STWT'*)3oh-/&^Y.S}'N-:kT�Ei:&�+�&%Uh)�-/&(_z�EST-/&
VC&('*[~-/&(i*)3W.U3'Ni*[|U�'*[E{TW.[NU3'~+/[~VQ[EW.U3'E&(WT'E&Cc

Ê(n



"�W/&(VT�/' ∫ Uh)yW/&(-TST{/&�STWT'*)3oh-/&^YIcã�d&(_z�EST-/&xUh)N�%+/[NU3'E&('N�:{TW.[¸)�+�&�W/&(RTST¯5)hg÷Uz&Eg�[ ∫
f
��_^&

+�&4[N�N[E_hW/&h{TS.g�gdW.[z��)hU3'Ni*[E'*[�[E'�RT-TS.gdST'NSTiNWTST'*)8W/&
f
c��]_hW/&h{.)3WTS.)3'*[ ∫

f(x) dx
Uh)|ST_hR.[(Y._hi:&4_^&

b^+/[N�NU3'Ni*[Tc��%&(RT-TS.g�)3-�ST_h-/&(_h�/' ∫
xy
W.)�)�+/[N�E��-���_^&(�5[E'*[`W.)�)�kTU3W.[`U3RT-:kTg�[`VQ[zk4RT-.[Ng�)3WCY.STi:&`Uh)

RT-.)hUhgdkC'E&1RT-TS.gdST'NSTiNW/&('E& ­ �ES�g�[Eo�Y/[1+�&XUhgdkC'E&Eg�)N��{.)\'*[Ei:&1) x Sy'*[Eo3&(i:& ∫
xy = x2y

2

cX�d&(_z�EST-/&
Uh)N�/&(VQ[~STWT'*)3oh-TST-/&Eg�)�[E'NW.[NU3W.[

y
�5)�R.[(Y.bQ{TS.g xy2

2

c�
!S.gdi*[(Y.�/'
dx
[E'*U3'N-/&(WTkCi:&~'E&(VTSTi:&~W.)3kTU3W.[E'NS��

_^&(�5[E'*[t),+.W/&�[E'tW.)3oz[EiNST'*)Xj�bQWTVTZTSTS�)|+�&4R.[EVC&(��)1U3RT-:kTg�[¥�*�h³L�E���,¤%¡3�Q�.�/�(���.�.�~¡h�����E�Q�z¤%¡hcy�
W/&(¯�STk%RT-TS.g�)3-5)�kTU3W.[T�({.)	-/&(i*)3W.U3'Ni:&('E& ∫

xy dx = x2y
2

S ∫
xy dy = xy2

2

Uz&
VQ[E-.)3VT'NWTS�S�),+.W.[E_hW/&h{TWTS
i5+/[NU3'E&('N�:{TW/&|U3'*)3R.)3W�c

��[
VT��U3W.[
�5)diNSC+.S.gXR.[�VQ[ES%+.-TbQohS�RT-TST{TSTWTS�[E_hW/&h{.)3WTS.)3'*[ ∫
f(x) dx

)�b^+/[N�EW.[Tc<¦�)	[E'*�N),Y/)3�~S.g
i\+/[ERT�#Y.W.)3WTS.)N�#{.)�j%[E-.g	&^Y.W.[|R.[Eo�Y/),+.W/&('*[}U3S.gdi*[(Y.ST'*) ∫ S

dx
g�[Eo3&('`+�&\�E�#+�&('`'N�#Y.VTbQi:&(WTS4VC&('*[

[E'Ni:&(-:kC�~&
S�_^&('Ni:&(-:kC�~&�U3VQ[N�ES�U3��[E'Ni*)3'NW.[Tc	�]'�'E&(_hS%o�Y/),+.W/&
'*[E{TVC&
RT-.)hUhgdkC'E&(W.)3'*[]W/&�W.)h[ERT-.),+/),Y/)3WTS
STWT'*)3oh-/&^Y.S\R.[%U3���5)hU3'Ni*[�Uh)
U3��U3'*[ES\i�b*U3i*[zkCi:&(W.)3'*[%W/&�'*),aCWTSTVC&('E&�W/&�-/&(_hVT-TSTi:&(W.)3'*[�W/&�'*)3_hS\U3VQ[N�ES
R.[~WTkCVQ[ES1U3R.)3ZTS.j�ST{TWTSXRT-/&(iNSCY�&Cc

Ò�D¶µ#D qtÞ OTß/7NP�7Nà�=�O1�ÁU,Y/),+.i:&(��STkX'*)3VQU3'|�5)�ST_3Y/[z�~S.gLRT-TS.g�)3-TS1WTkCVQ[ES4U3'E&(WC+�&(-T'NWTS4'*),aCWTSTVTS
_^&tRT-.)hUhgdkC'E&(W.)3'*[�W/&�STWT'*)3oh-/&^Y.S���RT-TS.gdST'NSTiNWTS��,c¨ �[N�E-.)4)XRT-TSx'*[Ei:&�{TST'E&('*),Y.kC'�+�&tS.g	&�RT-.),+
iNSC+I�C{.)�VQ[Eo3&('*[\RT-.)hUhgdkC'E&Eg�)%STWT'*)3oh-/&^Y�&5W/&�+�&^+/)3W/&~j�bQWTVTZTSTk��Q'*[5i\U3���5[E'*[5iN-.)hg�)�RT-.)hUhgdkC'E&Eg�)�S
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	Y/),+.WTST'*)%-/&(i*)3W.U3'Ni:&\Uh)�R.[(Y.bQ{/&(i:&('\+.ST-.)3VT'NW.[\[E'~+/)hj�STWTSTZTSTkC'E&~W/&�W.)h[ERT-.),+/),Y/)3WTSTk1STWT'*)3oh-/&^YIc
p c ∫

dF (x) = F (x) + ClCc
d

∫
f(x) dx = f(x) dxÊCc�Î]Ï*�
f1
S
f2
S.g	&('�RT-TS.gdST'NSTiNWTS��T'*[�RT-TS.gdST'NSTiNW/&�S.g	&�S}j�bQWCY.ZTSTkC'E&

f1 + f2
S ∫

(f1 + f2) =∫
f1 +

∫
f2
c

n.c	�]VQ[
k
)�VQ[EW.U3'E&(WT'E&C��'*[ ∫

kf(x) dx = k
∫
f(x) dx

c
á c	�]VQ[ ∫

f(t) dt = F (t)
'*[ ∫

f(ax+ b) dx = 1
a
F (ax+ b)

RT-TS
a 6= 0

c
"�&�RT-.)hUhgdkC'E&(W.)3'*[\W/&�STWT'*)3oh-/&^Y.SX�5)�ST_hR.[(Y._hi:&Eg�)%'*)3_hS8S}WTkCVQ[ES8+.-TbQohS8RT-/&(iNSCY�&C�T_^&�VQ[EST'*[~�5)

U3'E&(W.)�+.bCg	&�R.[�eIVT��U3W.[Tc�¦�)]WTS`)
WTbQ��)3W}[NU3i*)3W|'*[Ei:&%S\ST_hi*)hU3'*)3W`_^&(R/&EU�[E'�STWT'*)3oh-/&^Y.ST'*)]W/&�WTkCVQ[ES
[NU3W.[EiNWTS4),Y/)hg�)3WT'E&(-TWTS4j�bQWTVTZTSTS�c


	Y/),+.i:&(��ST'*)	-/&(i*)3W.U3'Ni:&�g�[Eo3&('
+�&
�E�#+�&('�RT-.[Ei*)3-.)3WTS�R.[NU3-.),+/U3'Ni*[Ng8+.S.j%)3-.)3WTZTST-/&(W.)Ncd�%&(RT-TS.g�)3-
∫

cos x dx = sinx + C
��_^&(�5[E'*[

(sinx + C)′ = (sinx)′ + C ′ = cos x
c\��'*[XWTkCVQ[ES�[E'1[NU3W.[EiNWTST'*)

STWT'*)3oh-/&^Y.S��ÅU�'*[E{TW.[NU3'\+/[~VQ[EW.U3'E&(WT'E&*�,«
p c ∫

xα dx = 1
α+1x

α+1 ­ α 6= −1
_^&

x ∈ (0,∞)
cÃ�d&(_z�EST-/&�Uh)N��VQ[Eo3&('*[¥R.[h+.STWT'*)3oh-/&^Y.W/&('E&

j�bQWTVTZTSTkªS.g	&xUhgdS.U3�#Y�ixR.[Le}oz[(Y.kTgúSTWT'*)3-Ti:&^YI��'*[x-/&(i*)3W.U3'Ni*[E'*[¸[NU3'E&(i:&xiÁU3SCY�& ­ W/&(RT-TS.g�)3-∫
x3 dx = 1

4x
4 _^& x ∈ (−∞,∞)

c
lCc ∫

dx
x

= ln |x| iN��i\i*Uh)3VTSXSTWT'*)3-Ti:&^YI�.VQ[E�T'*[~W.)%U3�#+.��-:�5&\WTb^Y�&('E&Cc
ÊCc ∫

ax dx = ax

lna

_^&
a > 0

�
a 6= 1

c	�x{/&EU3'NW.[NU3' ∫
ex dx = ex

c
n.c ∫

sinx dx = − cosx
c

á c ∫
dx

cos2 x
= tgx

c
æ c ∫

dx
sin2 x

= −cotgx
c

íQc ∫
dx

x2+a2
= 1

a
arctg x

a
= − 1

a
arcctg x

a

c
Ê á



Ó c ∫
dx

x2−a2 = 1
2a ln

∣∣∣x−ax+a

∣∣∣ c

ù c ∫
dx√
a2−x2

= arcsinx
a

= −arccosx
a
­ x ∈ (−a, a) c

p mCc ∫
dx√
x2+a

= ln|x+
√
x2 + a| c


LR.[Ng�[E��'E&5W/&�oz[E-TWTST'*)�STWT'*)3oh-/&^Y.S���VQ[EST'*[~�5)�W/&(-TST{/&Eg�)\�5�E ,�.�.°Q�.���	S8W/&�U3i*[E�.U3'Ni:&('E& q § Ðg�[z��)hg¥+�&5RT-.)hUhgdkC'E&Eg�)%STWT'*)3oh-/&^Y.S4[E'\R.[�e�U,Y/[z�~WTS1ST_h-/&(_hS ­ W/&(RT-TS.g�)3-
∫

(3 sin x− 5 + 2x+ 8
1

x
− 4

x2 + 3
) dx = −3 cos x− 5x+ x2 + lnx8 − 4√

3
arctg

x√
3
.

��_3Y/[z��)3WTST'*)�+/[|'NbQV1RT-/&(iNSCY�&|_^&~STWT'*)3oh-TST-/&(W.)5WTS1R.[E_hi*[(Y.kCi:&('`+�&\RT-.)hUhgdkC'E&Eg�)�STWT'*)3oh-/&^Y.ST'*)
W/&`i*U3ST{TVTStR.[(Y.STW.[NgdS�«%&(VQ[

P (x) = a0 + a1x + · · · + anx
n �#'*[ ∫

P (x) dx = C + a0x + 1
2a1x

2 +
1
3a2x

3 + · · · + 1
n+1anx

n+1 c	��'*[~S8WTkCVQ[ESX+.-TbQohS8RT-TS.g�)3-TS�«º�8 » ∫
e−3x dx = −1

3e
−3x +C

e!U,Y/),+.i:&~[E'~STWT'*)3oh-/&^Y
\��\Ê5[E'~'E&E�(Y.STZ/&('E&~SX[E'\U3i*[E�.U3'Ni*[~W.[Ng�)3-
R.)3'(c

º�8�8 » �����XVC&('*[ ax+b
cx+d = a

c
+ bc−ad

c
1

cx+d

�C'*[ ∫
ax+b
cx+d dx = a

c
x+ bc−ad

c2
ln |cx+ d| +C

c
Ò�DÇÆ Þ O:K	O��<O} �[EVC&(��)3'*)N�/{.)

∫
sin 2nx

sinx
dx = C + 2

n∑

k=1

sin(2k − 1)x

2k − 1
; n = 1, 2, 3, . . .

�·ST_hi*)hU3'*)3W�UhgdS.U3�#Y�RT-/&(iNSCY�&('E&Á_^&LRT-.)hUhgdkC'E&(W.)�W/&LSTWT'*)3oh-/&^Y.S�Uz&�i*U3����W.[NU3'¸RT-/&(iNSCY�&L_^&
RT-.)hUhgdkC'E&(W.)	W/&�RT-.[EST_hi*[h+.WTS��E-/&(_ho�Y/),+�&(WTS�i][N�E-/&('*)3W%-.),+Ic<��'*[
VC&(V%ST_ho�Y/)3�5+�&
W/&(RT-TS.g�)3-�RT-/&(iNSCY/[E'*[
_^&5STWT'*)3oh-TST-/&(W.)%W/&�RT-.[EST_hi*),+/)3WTS.)N«

Ò�DÍÌG]8@<AC7:MN;<G<;<OT@<7L9<B^�<OT?*ACG���)3VC&
f
S
g
Uz&1+.S.j%)3-.)3WTZTST-Tb*)hgdSLitSTWT'*)3-Ti:&^Y�&

∆
c��%&(VT'*[

_hW/&E)hg
�
(fg)′ = f ′g+fg′

c���[NU,Y/),+.W.[E'*[]-/&(i*)3W.U3'Ni*[�g�[z��)	+�&��E�#+/)�_^&(RTS.Uz&(W.[�'E&(VC&C« ∫
(f(x)g(x))′ dx =

f(x)g(x) =
∫
f ′(x)g(x) dx +

∫
f(x)g′(x) dx

c�Â�[E-.gdb^Y�&('E&\_^&~STWT'*)3oh-TST-/&(W.)�R.[\{/&EU3'NS�[N�ESTVTW.[Ei*)3W.[
Uh)�ST_hR.[(Y._hi:&~i|U,Y/),+.W/&('E&\j%[E-.g	&C«

(pi)

∫
f(x)g′(x) dx = f(x)g(x) −

∫
f ′(x)g(x) dx

�����`VC&('*[
dg(x) = g′(x) dx

�Q'*[�{.)hU3'*[�RTST¯~&(' ∫
f(x) dg(x) = f(x)g(x)−

∫
g(x) df(x)

SCY.S`RT-.[NU3'*[
∫
f dg = fg −

∫
g df

c
Ò�DÍÌ�D q F8;<Gd½�7:;
��È*��"�&\+�&|RT-.)hUhg�)3'NW.)hg ∫

xnlnx dx
�
n 6= −1

)�+/[NU3'E&('N�:{TW.[8+�&`_^&E�N),Y/)3�~S.g
��{.)
xn =

(
xn+1

n+1

)′ c

	Y/),+1'*[Ei:&~g�[z��)hg¥+�&5ST_hR.[(Y._hi:&Eg�)�j%[E-.gdb^Y�&('E& º7:<8 » «

∫
lnx

(
xn+1

n+ 1

)′
dx =

xn+1

n+ 1
lnx−

∫
xn+1

n+ 1
(lnx)′ dx =

xn+1

n+ 1
lnx−

∫
xn+1

n+ 1

1

x
dx =

=
xn+1

n+ 1
lnx− 1

n+ 1

∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
lnx− xn+1

(n+ 1)2
.

Ê æ



�Å�:�<��)3VC&
I =

∫ √
x2 + a2 dx

cd��_hR.[(Y._hi:&Eg�)]U3��VT-/&('*)3WTSTk\_^&(RTS.U�W/&�j%[E-.gdb^Y�&('E&�_^&�STWT'*)3oh-TST-/&(W.)
R.[~{/&EU3'NSXS8R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)

∫ √
x2 + a2 dx = x

√
x2 + a2 −

∫
x d

√
x2 + a2 = x

√
x2 + a2 −

∫
x2

√
x2 + a2

dx =

x
√
x2 + a2 −

∫
x2 + a2 − a2

√
x2 + a2

dx = x
√
x2 + a2 −

∫
x2 + a2

√
x2 + a2

dx+

∫
a2

√
x2 + a2

dx =

x
√
x2 + a2 − I + a2ln(x+

√
x2 + a2)."�W/&h{TS

I = x
√
x2 + a2 − I + a2ln(x+

√
x2 + a2)

�:VQ[N)3'*[~[E_hW/&h{/&(i:&C�C{.)
2I = x

√
x2 + a2 + a2ln(x+√

x2 + a2)
c!
	Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[

I =
1

2

(
x
√
x2 + a2 + a2ln

(
x+

√
x2 + a2

))

©�)hU3'*[5RT-TS8STWT'*)3oh-TST-/&(W.)3'*[\R.[�{/&EU3'NSX)�R.[(Y/)3_hW.[5+/)3�.U3'NiNS.)3'*[10,iNW/&EU�kCW.)�i�+.S.j%)3-.)3WTZTS/&^Y�&T0Ec!�I[
RT-.),+/U3'E&(iEY.kCi:&`i*U3����W.[NU3'}-/&(i*)3W.U3'Ni*[E'*[

f(x) dx = dF (x)
��VT�#+/)3'*[

F
)�WTkCVQ[zk4RT-TS.gdST'NSTiNW/&|W/&

f
c

"�W/&h{TS¥_^&X+�&4Uh)`iNW.)hUh)`WTkCVQ[zk¥j�bQWTVTZTSTkyi4+.S.j%)3-.)3WTZTS/&^Y�&C�	'N-:kT�Ei:&1+�&4)`ST_hi*)hU3'NW/&4WTkCVQ[zk�W.)3�TW/&
RT-TS.gdST'NSTiNW/&Cc

��iQ�� 5&�RT-.)hUhg�)3'NW.)hgòSTWT'*)3oh-/&^Y.ST'*)
I =

∫
eax cos bx dx

S
J =

∫
eax sin bx dx

c¸"�&�'E&(_hSxZ.),Y
i
I
S
J
iNW/&EU�kTg�)`i1+.S.j%)3-.)3WTZTS/&^Y�&

eax
«
I = 1

a

∫
cos bx deax

S
J = 1

a

∫
sin bx deax

��U,Y/),+�VQ[N)3'*[
STWT'*)3oh-TST-/&Eg�)|R.[}{/&EU3'NS�c|��[(Y.bQ{/&(i:&8Uh)

I = 1
a
eax cos bx + b

a

∫
eax sin bx dx = 1

a
eax cos bx + b

a
J
S

&(W/&^Y/[EohST{TW.[\_^&
J
S.g	&Eg�)

J = 1
a
eax sin bx− b

a
I
c!"�W/&h{TS1_^&�+�&5Uh)�RT-.)hUhg�)3'NW/&('

I
S
J
)�+/[NU3'E&('N�:{TW.[

+�&~Uh)�-.)3¯�S1U3S.U3'*)hg	&('E&
{
I = 1

a
eax cos bx+ b

a
J

J = 1
a
eax sin bx− b

a
I

,

VQ[zkC'*[\S.g	&5-.)3¯5)3WTSTk
I = b sin bx+a cos bx

a2+b2
eax

S
J = a sin bx−b cos bx

a2+b2
eax
c

Ò�DÍÌ�D¶µ Þ O:K	O��<G���-TSCY/[z��)3'*)�g�)3'*[h+�&10,STWT'*)3oh-TST-/&(W.)�R.[5{/&EU3'NSI0�VT��g�U,Y/),+.WTST'*)%STWT'*)3oh-/&^Y.S�«
∫

arctgx dx;

∫
x2arcsinx dx;

∫
arccos x

x2
dx

∫
x3e−x

2
dx;

∫
arctg

√
x dx;

∫
sinx · ln(tg x) dx

Ò�D¶Ð`��-TS}b*U,Y/[EiNS.)N�C{.)�j�bQWTVTZTSTST'*)
f
S
g
S.g	&('5RT-.[EST_hi*[h+.WTS1[E'�+/[NU3'E&('N�:{TW.[\iNS.Uh[EV}-.),+I�Cg�[z��)hg

+�&¥STWT'*)3oh-TST-/&Eg�)yR.[�{/&EU3'NS¹gdW.[Eoz[EVT-/&('NW.[T«x+/[EVC&(��)3'*)�U�gdW.[Eoz[EVT-/&('NW.[xSTWT'*)3oh-TST-/&(W.)�R.[�{/&EU3'NS
-/&(i*)3W.U3'Ni*[E'*[

(mpi)

∫
fg(n+1) dx = fg(n) − f ′g(n−1) + f ′′g(n−2) − · · · + (−1)n+1

∫
f (n+1)g dx

�%&(RT-TS.g�)3-~&(VQ[
f = P

)	R.[(Y.STW.[Ng4[E'
n− 'E&
U3'*)3R.)3W�S%i º�;>:<8 » R.[(Y/[z�~S.g�U3��[E'Ni*)3'NW.[ g(n+1)(x) = eaxSCY.S

g(n+1)(x) = cos bx
SCY.S

g(n+1)(x) = sin bx
�T'*[5R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)%R.[NU,Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[T«

∫
P (x)eax dx = eax

(
P

a
− P ′

a2
+
P ′′

a3
− · · ·

)
;

∫
P (x) sin bx dx = sin bx

(
P ′

b2
− P ′′′

b4
+ · · ·

)
− cos bx

(
P

b
− P ′′

b3
+ · · ·

)
;

Ê*í



∫
P (x) cos bx dx = sin bx

(
P

b
− P ′′

b3
+ · · ·

)
− cos bx

(
P ′

b2
− P ′′′

b4
+ · · ·

)
.

Ò�DÇÒ�ë�½�wI@<Ot@<O�9<;<B�½�7:@�P�G<J/OTA*OX��)3VC&
F (x) =

∫
f(x) dx

S
ϕ
)�+.S.j%)3-.)3WTZTST-Tb*)hg	&\j�bQWTVTZTSTk�c

�%)hU3W.[\g�[z��)hg¥+�&5RT-.[Ei*)3-TS.g
�.{.)�'*[Eo3&(i:&

(cv)

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt = F (ϕ(t))

�%&(S.U3'NSTW/&C�I'*[Ei:&XU,Y/),+.i:&8[E'XRT-/&(iNSCY/[E'*[X_^&`+.S.j%)3-.)3WTZTST-/&(W.)\W/&}U,Y/[z�~W/&1j�bQWTVTZTSTk�«
(F (ϕ(t)))′ =

F ′(ϕ(t)) · ϕ′(t)
c

24)3'*[h+.�/']_^&
UhgdkCW/&�W/&�RT-.[Ng�)3WCY.STi:&('E&]g�[z��)�+�&
�E�#+/)�ST_hR.[(Y._hi:&(W�)hj%)3VT'NSTiNW.[
RT-TS�RT-.)hUhgdkC'E&(W.)3'*[
W/&|STWT'*)3oh-/&^Y.S�W/&`j�bQWTVTZTSTSt[E'}-/&(_3Y.ST{TWTStVCY�&EUh[Ei*)Nc�©�)hU3'*[}'*[E�tUh)�ST_hR.[(Y._hi:&}R.[}U,Y/),+.WTSTk�W/&h{TSTW�c
�]VQ[1RT-TS�RT-.)hUhgdkC'E&(W.)3'*[�W/& ∫

f(x) dx
Uh)`[EVC&(��)N��{.)`)|Z.),Y/)hU3��[N�E-/&(_hW.[4+�&1Uh)|R.[(Y/[z�~S

x = ϕ(t)
�

'*[~RT-.)hUhgdkC'E&(W.)3'*[|W/&�ST_3a:[h+.WTSTk1STWT'*)3oh-/&^Y4Uh)%U3i*)3�5+�&5+/[5RT-.)hUhgdkC'E&(W.)3'*[|W/&5STWT'*)3oh-/&^Y�& ∫
f(ϕ(t)) ·

ϕ′(t) dt = G(t)
c	�I[Eo3&(i:& ∫

f(x) dx = G(ψ(x)) +C
�QVT�#+/)3'*[

ψ = ϕ−1 )�[N�E-/&('NW/&('E&\j�bQWTVTZTSTk}W/& ϕ��-/&(_z�EST-/&\Uh)N�TU3'E&(i:&5+.bCg	&�_^&5RT-TS.gdST'NSTiNWTS1St�( ��Q�E�5�.� Ú �*�.�*�.�.�1iN��-*aCb}'*)3_hSXSTWT'*)3-Ti:&^Y.S��.i~VQ[EST'*['*)%U3���5)hU3'NiNbQi:&('Q�,c
Ò�DÇÒ�D q F8;<Gd½�7:;
��&*�~ 5&yRT-.)hUhg�)3'NW.)hg STWT'*)3oh-/&^Y�& ∫

dx√
(x−a)(b−x)

­ a < x < b
cÃ��[�e~iNWTS.g	&('*),Y.WTSTkC'x&(W/&^Y.ST_

W/&XR.[h+.STWT'*)3oh-/&^Y.W/&('E&tj�bQWTVTZTSTk�R.[EVC&(_hi:&C��{.)`g�[z��)}�ES�)|Z.),Y/)hU3��[N�E-/&(_hW.[4+�&XW/&(RT-/&(iNS.g¹UhgdkCW/&('E&
x = ϕ(t) = a cos2 t + b sin2 t ­ 0 < t < π

2

ct
!��o�Y�&EU3W.[�RT-/&(iNSCY/[E'*[�_^&1UhgdkCW/&1W/&XRT-.[Ng�)3WCY.STiNST'*)N�
+/[NU3'E&('N�:{TW.[8)�+�&~RT-.)hUhg�)3'NW.)hgLSTWT'*)3oh-/&^Y�& ∫

f(ϕ(t)) · ϕ′(t) dt
�/VT�#+/)3'*[

f(x) = 1√
(x−a)(b−x)

c]
	Y/),+
'*[Ei:&�RT-.)hUhgdkC'E&Eg�)

f(ϕ(t))
S
ϕ′(t)

«
x − a = a cos2 t + b sin2 t − a = a(cos2 t − 1) + b sin2 t =

−a sin2 t + b sin2 t = (b − a) sin2 t
c��]W/&^Y/[EohST{TW.[�R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)

b − x = (b − a) cos2 t
��_hW/&h{TS

f(ϕ(t)) = 1
(b−a) sin t cos t

��_^&E�N),Y/)3��)3'*)N�<{.)
b − a > 0

St_^&
t ∈ (0, π2 ) sin t > 0

S
cos t > 0

�,c\��[`e
W/&('E&('N��VtS.g	&Eg�)

ϕ′(t) = −2a cos t sin t + 2b sin t cos t = 2(b − a) sin t cos t
c%
	Y/),+tVC&('*[}_^&Eg�)hU3'NS.g

R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�) ∫
f(ϕ(t))·ϕ′(t) dt =

∫ 2(b−a) sin t cos t
(b−a) sin t cos t dt =

∫
2 dt = 2t

cd"�&�+�&�R.[(Y.bQ{TS.gt[EVQ[EWT{/&('*),Y.WTSTk
[E'Noz[Ei*[E-4'N-:kT�Ei:&~+�&~-.)3¯�S.gLbQ-/&(iNW.)3WTS.)3'*[

x = a cos2 t+ b sin2 t
�/VQ[N)3'*[|W.)%RT-.),+/U3'E&(iEY.kCi:&`[NUh[N�N)3W/&

'N-Tb^+.W.[NU3'.«
x = a(1− sin2 t)+ b sin2 t = a+(b−a) sin2 t ­ sin2 t = x−a

b−a
c	�]'%R.[NU,Y/),+.W.[E'*[�bQ-/&(iNW.)3WTS.)

R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)
sin t =

√
x−a
b−a

S
t = arcsin

√
x−a
b−a

c	"�W/&h{TS ∫
dx√

(x−a)(b−x)
= 2arcsin

√
x−a
b−a + C

c
�Å�:�%��[EWTkCVQ[Eo3&�UhgdkCW/&1W/&XRT-.[Ng�)3WCY.STi:&('E&tg�[z��)|+�&1Uh)|ST_hiN��-T¯�S¨0,STWC+.ST-.)3VT'NW.[.0`R.[NU3-.),+/U3'Ni*[Ng

iNW/&EU�kCW.)�i|+.S.j%)3-.)3WTZTS/&^Y�&`W/&\R.[h+Ta:[h+.kC�~&}j�bQWTVTZTSTk�c��%&(RT-TS.g�)3-t_^&~+�&|Uh)�RT-.)hUhg�)3'NW.)5STWT'*)3oh-/&^Y�&
∫

sin4 x cos x dx
)�+/[NU3'E&('N�:{TW.[\+�&�iNW.)hUh)hg

cos x
i5+.S.j%)3-.)3WTZTS/&^Y�&C«

cos x dx = d sinx ­ _hW/&h{TS
∫

sin4 x cos x dx =

∫
sin4 x d sin x =

∫
t4 dt

VT�#+/)3'*[
t = sinx

c�Â5&(VT'NST{.)hU3VTSt'NbQV4)%ST_hiN��-T¯5)3W/&`UhgdkCW/&('E&
x = arcsin t

c������4VC&('*[ ∫
t4 dt = t5

5

�
'*[ ∫

sin4 x cos x dx = sin5 x
5

c
��iQ�#��[NU3-.),+/U3'Ni*[Ng1UhgdkCW/&�W/&�RT-.[Ng�)3WCY.STiNST'*)!g�[z��)hg8+�&%0,bQ_^&(VQ[EWTS.g�0�W/&(RT-TS.g�)3-�'E&(VTSTi:&�+/)3�.U3'NiNSTk�«

∫
1

cos2 5x dx = 1
5

∫
1

cos2 5x d(5x) = 1
5 tg 5x

SCY.S ∫
dx√

2x−x2
=

∫
dx√

1−1+2x−x2
= −

∫
1√

1−(1−x)2
d(−x) =

−
∫

1√
1−(1−x)2

d(1 − x) = −arcsin(1 − x)
c��I[Ei:&t[E_hW/&h{/&(i:&C��{.)}S.g	&Eg�)1j%[E-.g	&^Y.W.[E'*[tRT-/&(i*[�+�&

ST_hW/&EU�kTg�)�gdW.[z�~ST'*),Y.S}[E'%_hW/&(VC&%_^&�+.S.j%)3-.)3WTZTS/&^Y`RT-.),+`STWT'*)3oh-/&^Y�&C�T&�U3���5[�'E&(VC&%S~+�&�RT-TS.�*&(iNkTg�)
VQ[EW.U3'E&(WT'NS4VT��g¥ST_h-/&(_^&5R.[h+X+.S.j%)3-.)3WTZTS/&^Y�&Cc

��o(��"�&XRT-.)hUhgdkC'E&(W.)3'*[tW/&XSTWT'*)3oh-/&^Y�& ∫
xearctg x

(1+x2)
3
2
dx
)|b^+�&h{TW.[1+�&1R.[(Y/[z�~S.g

x = tg t
��ST_z[N�E�5[

{.)hU3'*[\RT�/'NS4UhgdkCW/&('E&~W/&10,W.)3RT-TSTkC'NWTSI0�ST_h-/&(_hS4U�W.[EiNS1RT-.[Ng�)3WCY.STiNS�)�+/[N�E-/&~SC+/)3k/�,c���[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)
Ê Ó



R.[NU,Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[T«

1 + x2 = 1 + tg2 t =
1

cos2 t
; (1 + x2)

3
2 =

1

cos3 t
; xearctgx = tgtet;

∫
xearctgx

(1 + x2)
3
2

=

∫
et sin t dt =

1

2
(sin t− cos t)et.

��-TS¸'*)3_hSÁRT-.)hUhgdkC'E&(WTSTk¸S.g	&Eg�)�RT-.),+¨iNSC+I�]{.)
x ∈ (−∞,∞)

S
t ∈ (−π

2 ,
π
2 )
c�
	Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[

∫
xearctg x

(1+x2)
3
2
dx = 1

2
x−1√
x2+1

earctg x
c

Ò�D�ê Þ O:K	O��<Ot��)3VC&
f
)�g�[EW.[E'*[EWTW/&`S�W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&8j�bQWTVTZTSTk1S4W.)3VC&

g
)�W.)3�TW/&('E&}[N�E-/&('NW/&Cc

 �[EVC&(��)3'*)N�/{.)�&(VQ[
∫
f(x) dx = F (x) + C,

'*[
∫
g(x) dx = xg(x) − F (g(x)) + C

��RT�/'Ni:&(W.)N«][N�ESTVTW.[Ei*)3W.[}-/&(i*)3W.U3'Ni:&`g�)3�5+.b1W.)h[ERT-.),+/),Y/)3WTStSTWT'*)3oh-/&^Y.StUh)�+/[EVC&(_hi:&('}R.[NU3-.),+/U3'Ni*[Ng
+.S.j%)3-.)3WTZTST-/&(W.)Nc!�d&(_ho�Y/),+�&(�T'*)�_^&�bQRT-/&(�~W.)3WTS.)%RT-TS.g�)3-TST'*)

f(x) = ex
�
f(x) = arcsinx

�
f(x) = ln(x2 + x)

_^&
x ∈ (−∞,−1)

c
24)3'*[h+.ST'*)8_^&4RT-.)hUhgdkC'E&(W.)8W/&4STWT'*)3oh-/&^Y.S���VQ[EST'*[�-/&(_ho�Y/),+�&^aTg�)8+/[�'NbQV¥Uz&�Uz&1VCY�&EU3ST{.)hU3VTSTkC'

&(R/&(-/&('�_^&�RT-.)hUhgdkC'E&(W.)�W/&�W.)h[ERT-.),+/),Y/)3WTSªSTWT'*)3oh-/&^Y.S�c �I)tUz&�R.[(Y/)3_hWTS¨RT-TS¨RT-.)hUhgdkC'E&(W.)3'*[�W/&
STWT'*)3oh-/&^Y.ST'*)8[E'�WTkCVQ[ESÁ�(�.�E�h�E�E¡X[E'�j�bQWTVTZTSTS�e�W/&(RT-TS.g�)3-¥VCY�&EU3�/'t[E'�i*U3ST{TVTS�R.[(Y.STW.[NgdS�c���-TS
VQ[N)3'*[�R.[h+�0,RT-.)hUhgdkC'E&(W.)*0�Uh)�-/&(_z�EST-/&�+�&%Uh)�ST_h-/&(_hS`STWT'*)3oh-/&^Y.�/'5R.[NU3-.),+/U3'Ni*[Ng�WTkCVQ[E�8&(W/&^Y.ST'NST{.)3W
ST_h-/&(_`��'E&(VC&~W/&(-.)3{.)3W/&('E&40,VT-/&(�TW/&~j%[E-.g	&T0E�TSCY.SXVC&(VT'*[\Uh)�VC&(_hi:&C�.i\)3VQU3RCY.STZTST'*)3W4iNSC+#�,c

"�&\-/&(_3Y.STVC&}[E'`RT-.)hUhgdkC'E&(W.)3'*[8W/&\RT-.[EST_hi*[h+.WTS��#+�&|RT-.)hUhgdkC'E&Eg�)5RT-TS.gdST'NSTiNWTSti})3VQU3RCY.STZTST'*)3W
iNSC+LW.)X)8iNSTW/&(ohS�iN��_zg�[z�~W.[TcÁ�%&(S.U3'NSTW/&C��&(VQ[t{TST'E&('*),Y.kC'�U3S�RT-TSTR.[NgdWTSLVC&(VTi*[y)X),Y/)hg�)3WT'E&(-TW/&
j�bQWTVTZTSTk���Y/)hU3W.[Á�5)�U3��[N�E-/&(_hS��~{.)�RT-.[EST_hi*[h+.W/&('E&¨W/&Li*U�kCVC&¸),Y/)hg�)3WT'E&(-TW/&¨j�bQWTVTZTSTk¹)�U3���5[
),Y/)hg�)3WT'E&(-TW/&Cc

�]VC&(_hi:&�Uh)N�E{.)	+/)3�.U3'NiNS.)3'*[�STWT'*)3oh-TST-/&(W.)�W.)�_^&(R/&(_hi:&�),Y/)hg�)3WT'E&(-TWTST'*)�j�bQWTVTZTSTS�c<�%&(RT-TS.g�)3-
ex

2

RT-TST'*)3�5&(i:&�RT-TS.gdST'NSTiNW/&
F (x)

i�STWT'*)3-Ti:&^Y�&
(−∞,∞)

�:_^&(�5[E'*[�)
R.[%{/&EU3'NS}g�[EW.[E'*[EWTW/&Cc	24[z��)�+�&
Uh)�+/[EVC&(��)�[N�*&h{.)N�.{.)

F (x)
�/¡�¡�¡¬�*¤%¡3�.�5�£���.�Nc

�]'Noz[Ei*[E-T�/'5W/&�iN��RT-.[NUz&%RT-TS|VC&(VTiNS`b*U,Y/[EiNSTk\STWT'*)3oh-/&^Y.�/'5W/&�+�&^+/)3W/&%j�bQWTVTZTSTk\)]),Y/)hg�)3WT'E&(-TW/&
j�bQWTVTZTSTky)~+�&^Y/)3{�ST_hiN��W�-/&EgdVTST'*)`W/&8'*[E_hS�VTbQ-.UN�	&8SyW.)`)|[E'1_hW/&h{.)3WTS.)���R.[XW/&(¯5)`gdW.)3WTS.)^��_^&
RT-TSCY/[z��)3WTSTkC'E&|W/&52�&('*)hg	&('NSTVC&('E&|i~'*),aCWTST{.)hU3VTST'*)%W/&hbQVTS�c

¦�)\[E'*�N),Y/)3�~S.g¸i*Uh)~R/&(V���{.)5_^&`WTkCVQ[ES�i:&(�~WTS�_^&`RT-TSCY/[z��)3WTSTkC'E&1VCY�&EUh[Ei*)\[E'Xj�bQWTVTZTSTStS.g	&
RT-/&(iNSCY�&C��R.[1VQ[EST'*[�'*)`Uh)|-.)3¯~&(i:&('4e�'E&(VTSTi:&4Uz&XSTWT'*)3oh-/&^Y.ST'*)8[E'4-/&(ZTS.[EW/&^Y.WTS�j�bQVTZTSTS�S�'*)3_hS��
VQ[EST'*[8Uh)5U3i*)3�5+�&('`+/[`'^kQa�c���RT-.[E{.)hgÁW.)5)�'N-Tb^+.W.[|+�&`Uh)�W/&Eg�)3-:kC'}+/[NU3'E&('N�:{TW.[}+/[N�E-TS�U3S.U3'*)hgdS4e
VC&('*[10+_�Èa` ®+b Èa`�Cc"zÈT0�SCY.S�0ed�DU��f¶Èa!I0�W/&(RT-TS.g�)3-��.VQ[EST'*[\-.)3¯~&(i:&('\'E&(VTSTi:&~_^&^+�&h{TS�c

Ò�DÇì4��bQV4WTkTg	&~+�&|[N�NU3���5+�&Eg�)�VC&(VtUh)%RT-.)hUhgdkC'E&('8STWT'*)3oh-/&^Y.St[E'`-/&(ZTS.[EW/&^Y.WTS�j�bQWTVTZTSTS�c]¦�)
[E'*�N),Y/)3�~S.g�Uz&Eg�[T�	{.)��(�£³.�*��-/&(ZTS.[EW/&^Y.W/&tj�bQWTVTZTSTk�g�[z��)}+�&4�E�#+/)}RT-.),+/U3'E&(i*)3W/&�VC&('*[tU3bCg	&1W/&
R.[(Y.STW.[NgtS5+.-.[N�ES|[E'�iNSC+�& A

(x−a)α

S Mx+N
(x2+px+q)β

�NRT-TS\VQ[N)3'*[�R.[(Y.STW.[Ngd�/'
x2 +px+q

)��/¡ï�Q�^¢h�.�^Ø¸�Q¤
��'*[N)hU3'(�E+.S.U3VT-TS.gdSTW/&(WT'E&('E&%gdb%)�[E'N-TSTZ/&('*),Y.W/&*�,c	�I)�Uh)!W/&(-TST{/&('~¡¬�/¡¬¤%¡3�.�5�£���.�~²����( (�/cI��-.),+TY�&(o3&Eg�)
W/&�{TST'E&('*),Y.k�+�&�U3��[N�E-/&(_hS\Uz&Eg�[NU3'*[zkC'*),Y.W.[�VC&(V~Uh)�-.)3¯~&(i:&]STWT'*)3oh-/&^Y�& ∫

A
(x−a)α dx

c	
	Y/),+\[E'z+/),Y.kCW.)
W/&]'*[E{.)3W5VTi:&^+.-/&('�STWT'*)3oh-/&^Y.ST'*)
[E'�),Y/)hg�)3WT'E&(-TWTS~+.-.[N�ES\[E'�iN'*[E-TSTk5iNSC+~Uh)�U3i*)3�5+�&('�+/[�STWT'*)3oh-/&^Y.S
[E'\iNSC+�& ∫

t
(t2+a2)β dt

S ∫
1

(t2+a2)β dt
c

Ê ù



����-TiNSTkC'|STWT'*)3oh-/&^Y4Uh)�RT-.)hUhgdkC'E&5Y/)hU3W.[T«
∫

t

(t2 + a2)β
dt =

1

2

∫
1

(t2 + a2)β
d(t2 + a2) =

{
1
2

1
(1−β)(t2+a2)β−1 ; β 6= −1
1
2 ln |t2 + a2| ; β = −1

"�&�+�&5Uh)�RT-.)hUhg�)3'NW.)%STWT'*)3oh-/&^Y�&
Jβ =

∫
1

(t2+a2)β dt
�Coz[5bCgdW.[z�5&(i:&Eg�)�S8+/),Y.S.g�U

a2 c

	Y/),+1'*[Ei:&5'N-:kT�Ei:&5+�&5Uh)�RT-TS.�*&(iNSXSXST_hi:&^+.S

t2
i\{TS.U,Y.ST'*),Y.k�«

Jβ =
1

a2

∫
a2

(t2 + a2)β
dt =

1

a2

∫
a2 + t2 − t2

(t2 + a2)β
dt =

=
1

a2

∫
1

(t2 + a2)β−1
dt− 1

a2

∫
t2

(t2 + a2)β
dt =

1

a2
Jβ−1 −

1

a2

∫
t2

(t2 + a2)β
dt.

�xR.[NU,Y/),+.WTSTkXSTWT'*)3oh-/&^Y4STWT'*)3oh-TST-/&Eg�)%R.[~{/&EU3'NS�«

1

a2

∫
t2

(t2 + a2)β
dt =

1

2a2

∫
t

(t2 + a2)β
d(t2 + a2) =

1

2a2(1 − β)

∫
t d(t2 + a2)1−β

=
1

2a2(1 − β)

t

(t2 + a2)β−1
− 1

2a2(1 − β)

∫
dt

(t2 + a2)β−1
.


	Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[

Jβ =
1

a2
Jβ−1 −

1

2a2(1 − β)

t

(t2 + a2)β−1
+

1

2a2(1 − β)
Jβ−1;

(ef) Jβ =
3 − 2β

2a2(1 − β)
Jβ−1 −

1

2a2(1 − β)

t

(t2 + a2)β−1
.

�d&(i*)3W.U3'Ni*[E'*[ º 
�g » RT-.),+/U3'E&(iEY.kCi:&]-.)3VTbQ-.)3WT'NW/&�iN-T��_hVC&�g�)3�5+.b Jβ S Jβ−1
c<������VC&('*[

J1 = 1
a
arctg t

a

�
'*[~_^&^+�&h{/&('E&~_^&5RT-.)hUhgdkC'E&(W.)3'*[|W/&�STWT'*)3oh-/&^Y.S4[E'|),Y/)hg�)3WT'E&(-TWTS1+.-.[N�ES1)�-.)3¯5)3W/&Cc

Ò�DÇî Þ O:K	O��<O1��-.)hUhg�)3'NW.)3'*)N«
��È*� ∫

dx
x2(1+x2)2

c	��RT�/'Ni:&(W.)N«�g�[z��)hg�+�&5RT-.)h[N�E-/&(_hbQi:&Eg�)�j�bQWTVTZTSTkC'E&~i\STWT'*)3oh-/&^Y�&\R.[\U,Y/),+.WTSTk
W/&h{TSTW�«

1
x2(1+x2)2

= 1+x2−x2

x2(1+x2)2
= 1

x2(1+x2)
− 1

(1+x2)2
= 1+x2−x2

x2(1+x2)
− 1

(1+x2)2
= 1

x2 − 1
(1+x2)

− 1
(1+x2)2

c�"�W/&h{TS
∫

dx
x2(1+x2)2

=
∫

dx
x2 −

∫
dx

1+x2 −
∫

dx
(1+x2)2

c
�]'Noz[Ei*[E-�« ∫

dx
x2(1+x2)2

= − 1
x
− 1

2
x

1+x2 − 3
2arctgx+ C

c
�Å�:� ∫

dx
x4+1

c���RT�/'Ni:&(W.)N«
x4 + 1 = x4 + 2x2 + 1 − 2x2 = (x2 + 1)2 − (

√
2x)2 = (x2 +

√
2x +

1)(x2 −
√

2x+ 1)
c

�]'Noz[Ei*[E-�« ∫
dx

x4+1
= 1√

2
ln x2+x

√
2+1

x2−x
√

2+1
+ 1

2
√

2
arctg(x

√
2 + 1) + 1

2
√

2
arctg(x

√
2 − 1) + C

c
Ò�D q Ý�F8;<Gd½�7:;���'*[\[E�5)�WTkCVQ[(Y.VQ[\RT-TS.g�)3-/&Cc
� æ c p mCc p �~ 5&�-/&(_ho�Y/),+�&Eg�) ∫

xdx
4
√
x3(a−x)

­ a > 0
cÃ�����¸VC&('*[¥j�bQWTVTZTSTkC'E&yR.[h+¨STWT'*)3oh-/&^Y�&�S.g	&

UhgdS.U3�#YtRT-TS
x ∈ (0, a)

��'*[ x
4
√
x3(a−x)

= 4

√
x

(a−x)
StU,Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[ ∫

xdx
4
√
x3(a−x)

dx =
∫

4

√
x

(a−x) dx
c

��_hiN��-T¯�i:&Eg�)5U,Y/),+t'*[Ei:&|UhgdkCW/&('E& x
a−x = t4

SCY.S
x = ϕ(t) = at4

1+t4
c������4VC&('*[

ϕ′(t) = 4at3

(1+t4)2
�/'*[

∫
xdx

4
√
x3(a−x)

= a
∫

t4

1+t4
dt
c

n:m



� æ c p mCc l*�	©�)hU3'*[�)
R.[(Y/)3_hW.[�+�&%Uh)
ST_hiN��-T¯�S`UhgdkCW/&('E&
x = 2arctg t

�*VQ[Eo3&('*[�'N-:kT�Ei:&�+�&�-.)3¯~&(i:&Eg�)
STWT'*)3oh-/&^Y.SÁ[E'y'N-TSToz[EW.[Ng�)3'N-TST{TWTS¨j�bQWTVTZTSTS�cÁ�%&(S.U3'NSTW/&C�
S.g	&Eg�)

sinx = 2t
t2+1

�
cosx = t2−1

t2+1

S
x′(t) = 2

t2+1

c
��WTkCVQ[ES~{/&EU3'NWTS~U,Y.bQ{/&(S5STWT'*)3oh-/&^Y�& ∫

R(sinx, cos x) dx
Uh)�-/&(ZTS.[EW/&^Y.ST_hST-/&�R.[]e�Y/)hU3W.[�U!WTkCVQ[zk

[E'�Uhg�)3WTST'*)
x = arcsin t

�
x = arccos t

SCY.S
x = arctg t

cÁ�I[Ei:&�)X'E&(VC&C�
VQ[Eo3&('*[
R
S.g	&tWTkCVQ[ES

+/[ERT�#Y.WTST'*),Y.WTS�U3i*[E�.U3'Ni:&Cc��%&(RT-TS.g�)3-�&(VQ[
R(− sinx, cos x) = −R(sinx, cos x)

�/'*[})�+/[N�E-.)�+�&|Uh)
R.[(Y/[z�~S

x = arccos t ­ RT-TS R(sinx, cos x) = −R(sinx, cos x)
)�R.[�e�b^+�&h{TW/&%UhgdkCW/&('E&

x = arcsin t
&

&(VQ[
R(− sinx,− cos x) = R(sinx, cos x)

UhgdkCW/&('E&
x = arctg t

U3���5[5-/&(ZTS.[EW/&^Y.ST_hST-/&\STWT'*)3oh-/&^Y�&Cc
��'*[~WTkCVQ[(Y.VQ[|RT-TS.g�)3-/&C«
��È*� ∫

sinx
1+sin2 x

dx
e	i~'*[E_hS1U,Y.bQ{/&(�Xg�[z��)hg¥+�&�R.[(Y/[z�~S.g

x = arccos u
SCY.S

x = 2arctg t
c�¦�)�Uh)

R.[(Y.bQ{/&('~U,Y/),+.WTST'*)�STWT'*)3oh-/&^Y.S1[E'�-/&(ZTS.[EW/&^Y.WTS1j�bQWTVTZTSTS�« ∫
du

u2−2

SCY.S
2
∫

2t
t4+6t2+1

dt
c	$�U3W.[5)N�Q{.)

iN'*[E-/&('E&\UhgdkCW/&5i*[h+.S8+/[~_hW/&h{TST'*),Y.W.[|R.[�e�Y/)hUh)3W1STWT'*)3oh-/&^YIc
�Å�:����-.)hUhg�)3'NW.)3'*) ∫

sinx
sin3 x+cos3 x

dx ­ ∫ dx
2 cos x−sinx+5 dx ­ ∫ dx

(2+cos x) sinx

c
��iQ�	 �[EVC&(��)3'*)N�/{.)�U3���5)hU3'NiNbQi:&('`),+.STW.U3'Ni*)3WTS1VQ[EW.U3'E&(WT'NS

A
�
B
S
C
�C_^&5VQ[EST'*[T«

º q »
∫
a1 cos x+ b1 sinx+ c1
a cos x+ b sinx+ c

dx = Ax+B ln |a cos x+ b sinx+ c|+

+C

∫
dx

a cos x+ b sinx+ c

º µ »
∫

dx

(a cos x+ b sinx)n
=
A sin x+B cos x

a cos x+ b sinx
+ C

∫
dx

(a cos x+ b sinx)n−2
.

Ò�D q/q ]8@<AC7:MN;<OQP�G4B/A5J/G�K	O ∫
R(f(x)) dx

�(VT�#+/)3'*[
R
)�-/&(ZTS.[EW/&^Y.W/&�j�bQWTVTZTSTk��E&

f
)!j�bQWTVTZTSTk��

{TSTkC'*[�[N�E-/&('NW/&�S.g	&�-/&(ZTS.[EW/&^Y.W/&%RT-.[EST_hi*[h+.W/&Cc��]{.)3iNSC+.W.[�&(VQ[%'*[Ei:&%)
'E&(VC&�S
ϕ
)�[N�E-/&('NW/&('E&%W/&

f
�

'*[\U,Y/),+1UhgdkCW/&('E&
x = ϕ(t)

R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)�STWT'*)3oh-/&^Y�&\[E'\-/&(ZTS.[EW/&^Y.W/&('E&|j�bQWTVTZTSTk�« ∫
R(t)ϕ′(t) dt

c
�<&(VTSTi:&\Uz&5W/&(RT-TS.g�)3- ∫

R(ex) dx
�/UhgdkCW/&('E&\)

x = ϕ(t) = ln t ­ ∫ R(tg x) dx
�.VT�#+/)3'*[~R.[(Y�&(o3&Eg�)

x = arctg t
S8'(c W�c

Ò�D q µ R ß� tGLH:O:K	O��<G���-.)hUhg�)3'NW.)3'*)�STWT'*)3oh-/&^Y.ST'*)N«

º O »
∫

dx

e2x + ex − 2
;

∫
1 + e

x
2

(1 + e
x
4 )2

dx;

∫
tg x

(tg x)2 + 4 tg x+ 3
dx

(b∗)
∫

sinx dx√
2 + sin 2x

;

∫
xarctgx√

1 + x2
dx;

∫
dx

sinx
√

1 + cos x
;

∫
1 + sinx

1 + cos x
ex dx

∫
arcsin ex

ex
dx;

∫
ax+ b

x2 + 1
arctg x dx;

∫
(2x+ 3) arcsin(

√
2x− 3) dx;

(c)

∫
|x2 − 3|x| + 2| dx;

∫
1

|x| + x2
dx;

∫
e−|x| dx;

∫
(|1 + x| − |1 − x|) dx;

∫
max (1, x2 + x− 1) dx;

∫
[x]| sinπx| dx

S ∫
f(x) dx

�TVT�#+/)3'*[
f(x)

)�-/&(_zU3'*[zkCWTS.)3'*[~+/[~W/&(�8e!�(Y.ST_hVQ[E'*[\ZTkQY/[~{TS.U,Y/[Tc
n p
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∆
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f
iN��-*aCb8STWT'*)3-Ti:&^Y�&

[a, b], (a < b)
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F
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[a, b]
Uh)~-/&(_3Y.ST{/&(i:&

[E'
F
U`VQ[EW.U3'E&(WT'E&x�ÅU,Y/),+/U3'NiNS.)X[E't[NU3W.[EiNW/&('E&t'*)h[E-.)hg	&4W/&4STWT'*)3oh-/&^Y.W.[E'*[yUhgdkC'E&(W.)^�,c��I[N)hU3'y&(VQ[
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)X�¶+.-TbQo3&*��[N�E�~&}RT-TS.gdST'NSTiNW/&8W/&
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[a, b]
��'*[XU3���5)hU3'NiNbQi:&}'E&(VC&(i:&8VQ[EW.U3'E&(WT'E&

C
��{.)

F (x) =
G(x) +C x ∈ [a, b]

c!�I[Eo3&(i:&5S.g	&Eg�)
F (b) − F (a) = (G(b) +C) − (G(a) +C) = G(b) −G(a)

c	�
'E&(VC&C�C+/)hj�STWTSTZTSTkC'E&~)�VQ[E-.)3VT'NW/&5S8U3'*[E�TW.[NU3'N'E&5W/&5[ERT-.),+/),Y/)3WTSTk}STWT'*)3oh-/&^Y1W.)�_^&(iNS.U3SX[E'~ST_z�N[E-T�/'
W/&8RT-TS.gdST'NSTiNW/&('E&4W/&
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F (b) − F (a)
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iN��-*aCb

[a, b]
_^&(iNS.U3S�Uz&Eg�[`[E'}j�bQWTVTZTSTkC'E&

f
S4STWT'*)3-Ti:&^Y�&

[a, b]
c	¦�)�oz[~[E'*�N),Y.kC_hi:&Eg�)�U�WTkCVQ[E�X[E'\U3S.gdi*[(Y.ST'*) b∫

a

f(x) dx
�QSCY.S b∫

a

f
�QSCY.S ∫

[a,b]

f
cd¦�)�[E'*�N),Y/)3�~S.g

U3���5[T�I{.)~_^&(RTS.U3�/' b∫
a

f(x) dx
W.)~_^&(iNS.U3S�[E'XRT-.[Ng�)3WCY.STi:&('E&

x ­ '^k�Uh)~ST_hR.[(Y._hi:&C�<VC&(VT'*[X�5)5iNSC+.S.g
R.[(efVT��U3W.[T�#_^&|b^+/[N�NU3'Ni*[Tc���[|'E&(VT��i}W/&h{TSTW b∫

a

f(x) dx =
b∫
a

f(y) dy =
b∫
a

f(t) dt = · · · �/W.[`W/&(RT-TS.g�)3-
[E_hW/&h{.)3WTSTkC'E& b∫

a

f(a) da
SCY.S b∫

a

f(f) df
[E{.)3iNSC+.W.[\WTkTg	&('|UhgdS.U3�#YIc

ê�D q ��-.)hUhg�)3'NW.)3'*)%STWT'*)3oh-/&^Y.ST'*)N«
a∫
0

dx
b−x (0 < a < b) ­ e∫

1

1+lnx
x

dx ­ 1∫
0

dx
x2+4x+5

­ 2∫
1

dx
x+x3 ­

π
2∫

−π
2

√
cosx− cos3 x dx ­

2
π∫
1
π

sin 1
x

x2 dx ­ 3∫
2

dx√
x(4−x)

S
2∫
0

|1 − x| dx c
ê�D¶µ| �[EVC&(��)3'*)}�ÅU�RT-.)hUhgdkC'E&(W.)^�,�/{.)N«

π∫

−π

sinmx sinnxdx =

{
0 ako m 6= m
π ako m = n

;

π∫

−π

cosmx cosnxdx =

{
0 ako m 6= m
π ako m = n

S π∫
−π

sinmx cosnxdx = 0
c

ê�DÇÆ� 5&y-/&(_ho�Y/),+�&Eg�)�j�bQWTVTZTSTkC'E&
H(x) =

ψ(x)∫
ϕ(x)

f(t) dt
SxW.)3VC&

F
)4RT-TS.gdST'NSTiNW/&�W/&

f
cÃ�]'

+/)hj�STWTSTZTSTktíQc p )%kTU3W.[T�/{.)
H(x) = F (ψ(x)) − F (ϕ(x))

�#_hW/&h{TS�&(VQ[
ϕ
S
ψ
Uz&5+.S.j%)3-.)3WTZTST-Tb*)hgdS��

'*[\)�i\U3SCY�&5-/&(i*)3W.U3'Ni*[E'*[
H ′(x) = F ′(ψ(x))ψ′(x) − F ′(ϕ(x))ϕ′(x) = f(ψ(x))ψ′(x) − f(ϕ(x))ϕ′(x).
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��-.)hUhg�)3'NW.)3'*)
F ′(x)

�/&(VQ[
F (x)

)�-/&(iNW.[\U3��[E'Ni*)3'NW.[|W/&C« x2∫
1

sin t
t
dt ­ cos x∫

sin x

cos t
t
dt ­ e

x∫
x2

dt
ln t ­

1∫
ln x

et

t
dt
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º ê�DÍÌ�D q » b∫

a

(f + g) =
b∫
a

f +
b∫
a

g
c

º ê�DÍÌ�D¶µ » �]VQ[ k )�VQ[EW.U3'E&(WT'E&C��'*[ b∫
a

kf = k
b∫
a

f
c

º ê�DÍÌ�DÇÆ » �]VQ[ a < c < b
�Q'*[ c∫

a

f +
b∫
c

f =
b∫
a

f
cd�%&(S.U3'NSTW/&C�/&(VQ[

F
)]WTkCVQ[zk8RT-TS.gdST'NSTiNW/&5W/&

f
�:'*[

'*[Ei:&]-/&(i*)3W.U3'Ni*[�g�[z��)�+�&�Uh)�_^&(RTST¯5)�R.[�U,Y/),+.WTSTk�W/&h{TSTW�«
F (b)−F (a) = F (b)−F (c)+F (c)−F (a)

c
º ê�DÍÌ�DÍÌ » �]'5+/)hj�STWTSTZTSTk p c p U,Y/),+.i:&C�T{.) b∫

a

f = −
a∫
b

f ­ U,Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[ a∫
a

f = 0
c

º ê�D¶Ð » �]VQ[ a < b
S
f(x) ≤ g(x) ∀x ∈ [a, b]

�T'*[ b∫
a

f ≤
b∫
a

g
c

± B/=�OCH:OTAC7NP�?*ACJ/B�À���)3VC&
F
S
G
Uz& ºIH�J » W/& f S g �C_^&�VQ[EST'*[ F (a) = G(a) = 0

c����E-/&(_hbQi:&Eg�)
j�bQWTVTZTSTkC'E&

H(x) = F (x) − G(x)
��iNST�~'*)N�<{.)|)\iNkC-TW.[XSy_^&1�����,cd$�U3W.[1)N�I{.)

H ′(x) = f(x) −
g(x) ≤ 0 ∀x ∈ [a, b]

c�
	Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[
H
)�W/&Eg	&^Y.kCi:&(�~&|i`STWT'*)3-Ti:&^Y�&

[a, b]
�#VQ[N)3'*[}[E_hW/&h{/&(i:&C�#{.)

H(a) ≤ H(b)
c!��[

H(a) = 0
�/&

H(b) = F (b) −G(b) = F (b) − F (a) − (G(b) −G(a)) =
b∫
a

f −
b∫
a

g

�¶+�&5W/&(R.[NgdWTS.g
�.{.)
F (a) = G(a) = 0

�,c!"�W/&h{TS b∫
a

f ≤
b∫
a

g
c

ê�DÇÒ��]VQ[
f ® R.[`{/&EU3'NStg�[EW.[E'*[EWTW/&C��'*[`'E&(VC&(i:&8)�Stj�bQWTVTZTSTkC'E& |f | c��ª'*[E_hStU,Y.bQ{/&(��_^&|i*U�kCVQ[

x ∈ [a, b]
)�ST_hRT�#Y.W.)3W.[ −|f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)| c!"�W/&h{TS

−
b∫

a

|f | ≤
b∫

a

f ≤
b∫

a

|f |,

[E'\VT�#+/)3'*[~R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)�U,Y/),+.W.[E'*[~i:&(�~W.[|U3i*[E�.U3'Ni*[~W/&~[ERT-.),+/),Y/)3WTSTkXSTWT'*)3oh-/&^YI« ∣∣∣∣∣
b∫
a

f

∣∣∣∣∣ ≤
b∫
a

|f | c
ê�DÇÒ�D q�¼ 7:B/;<7Q½�Ox��_^&`U3-.),+.WTST'*)|U3'*[E�TW.[NU3'NS����]VQ[

f
S.g	&`RT-TS.gdST'NSTiNW/&}i

[a, b]
��'*[}U3���5)hU3'NiNbQi:&

'*[E{TVC&
ξ ∈ [a, b]

�T_^&�VQ[zkC'*[ b∫
a

f(x) dx = f(ξ)(b− a)
c

�I)h[E-.)hg	&�íQc æ c p )X'*)h[E-.)hg	&('E&�W/&t��&(oh-/&(WT�X�
ST_hVC&(_^&(W/&�R.[t+.-TbQo1W/&h{TSTW�c¸�%&(S.U3'NSTW/&C�]&(VQ[
F
)

RT-TS.gdST'NSTiNW/&('E&\W/&
f
�Q'*[
b∫

a

f(x) dx = F (b) − F (a) = F ′(ξ)(b− a) = f(ξ)(b− a).
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S
g
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[a, b]
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g(x) ≥ 0 ∀x ∈ [a, b]

��'*[�U3���5)hU3'NiNbQi:&
ξ ∈ [a, b]

��_^&XVQ[N)3'*[
b∫
a

f(x)g(x) dx = f(ξ)
b∫
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g(x) dx
c
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m
S
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[a, b]��'E&(VTSTi:&~S.g	&*�,�T'*[
mg(x) ≤ f(x)g(x) ≤Mg(x)

c�"�W/&h{TS
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b∫

a

g ≤
b∫

a

fg ≤M

b∫

a

g
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g = 0
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a

fg = 0
S~_hW/&h{TS
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0 =

b∫
a

fg = f(ξ)
b∫
a

g = 0
)�iNkC-TW.[~_^&5i*U�kCVQ[

ξ ∈ [a, b]
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��)3VC& b∫
a

g 6= 0
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g > 0
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fg < M
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S
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f(ξ) = 1∫
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fg
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3 ≤
b∫
a

1
2+sinn x

dx ≤ b − a ® iNkC-TW.[T�d_^&(�5[E'*[ b∫
a

1
2+sinn x

dx = 1
2+sinn ξ

(b − a)
_^&

WTkCVQ[N)
ξ
S −1 ≤ sinn ξ ≤ 1
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[a, b]
c	�I[Eo3&(i:&

(ip)

b∫

a

f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)|ba −
b∫

a

f ′(x)g(x) dx

SCY.SX_^&(RTS.Uz&(W.[\R.[�+.-TbQo%W/&h{TSTW b∫
a

f(x) dg(x) = f(b)g(b) − f(a)g(a) −
b∫
a

g(x) df(x)
c

ê�D�ê�D¶µ º Ôihd» "�&4UhgdkCW/&('E& x = ϕ(t)
W/&1RT-.[Ng�)3WCY.STi:&('E&ti b∫

a

f(x) dx
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j�bQWTVTZTSTk
ϕ : [α, β] → [a, b]
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[α, β] ®

[a, b]
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ϕ′ i [α, β]
c!�I[Eo3&(i:&\[E{.)3iNSC+.W.[\�5)�S.g	&Eg�)

(cv)

β∫

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt = ±
b∫

a

f(x) dx
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f
�QVQ[zkC'*[\S.g	&5RT-TS.gdST'NSTiNW/&Cc
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F (ϕ(t))
)��Å[N�E�~&*�

RT-TS.gdST'NSTiNW/&~W/&
f ◦ ϕ S8_hW/&h{TS

β∫

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt = F (ϕ(t))
∣∣∣βα = F (ϕ(β)) − F (ϕ(α)) = ±

b∫

a

f(x) dx.

��'E&(_hSyi*)3-TSTo3&8-/&(i*)3W.U3'Ni:&XW.)~)\[E{.)3iNSC+.W.[1Uz&Eg�[T�I{.)
F (ϕ(β)) − F (ϕ(α)) = ±(F (b) − F (a))
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ϕ
)10,iN��-*aCb�0Ec4�]'1'*[Ei:&XU,Y/),+.i:&C�d{.)\SCY.S

a = ϕ(α)
Sy'*[Eo3&(i:&

b = ϕ(β)
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S8_hW/&h{TS
b = ϕ(α)

S8_hW/&(VT�/'`)|0 − 0Ec
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I =

1∫

0

1

1 +
√
x+

√
1 + x

dx.

24[z��)hgt+�&�R.[NU3'N��RTS.gtR.[�+.i:&�W/&h{TSTW/&C«dRT��-Ti*[T�N+/[NU3'E&('N�:{TW.[�)�+�&�Uh)�RT-.)hUhg�)3'NW.)�WTkCVQ[zk~RT-TS.gdST'NSTiNW/&
F
W/& 1

1+
√
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√
1+x

�CS8'*[Eo3&(i:&
I = F (1) − F (0)

c< 5&^Y.SX'*[Ei:&~)�b^+�&h{.)3WXST_z�N[E-X_^&(iNS.U3S1[E'~W/&h{TSTW/&C�.R.[
VQ[E�T'*[1RT-.)hUhgdkC'E&Eg�)

F
c`�%&(RT-TS.g�)3-�i1'*[E_hSyU,Y.bQ{/&(��)\R.[h+Ta:[h+.kC�~&1UhgdkCW/&('E&

x = ϕ(t) =
(

1−t2
2t

)2 c
�I[Eo3&(i:& √

x =
∣∣∣ 1−t2

2t

∣∣∣ S √
1 + x =

∣∣∣1+t2

2t

∣∣∣ S ϕ′(t) = t4−1
2t3

c

�)3o3&�[NU3'E&(i:&%+�&%W/&Eg�)3-TS.g�WTkCVQ[E�}STWT'*)3-Ti:&^Y

[α, β]
�C{TSTST'*[5[N�E-/&(_�R.[NU3-.),+/U3'Ni*[Ng

ϕ
)]STWT'*)3-Ti:&^Y.�/'

[0, 1]
c!"�&�'E&(_hS}Z.),Y}-.)3¯~&(i:&Eg�)�bQ-/&(iNW.)3WTSTkC'E&

ϕ(t) = 0
��'*[�S.g	&�+.i*)�-.)3¯5)3WTSTk\e

1
S −1

��S
ϕ(t) = 1

�
VQ[N)3'*[\S.g	&�{.)3'NST-TS1-.)3¯5)3WTSTk�« −1 −

√
2
�
1 −

√
2
� √

2 − 1
S

1 +
√

2
c

���N),+/)3'*)%Uh)�Uz&EgdS��T{.)%[N�E-/&(_h�/'\W/&5i*Uh)3VTS1[E'~STWT'*)3-Ti:&^Y.ST'*)
∆1 = [−1 −

√
2,−1]

�
∆2 = [−1, 1 −√

2]
�
∆3 = [

√
2 − 1, 1]

S
[1, 1 +

√
2]
R.[NU3-.),+/U3'Ni*[Ng

ϕ
)|-/&(i*)3W�W/&1STWT'*)3-Ti:&^Y�&

[0, 1]
ct24[z��)hg�+�&

ST_z�N)3-.)hgxi*Uh)3VTSt[E'}'^kQa ­ W.)3VC& [α, β] = [−1 −
√

2,−1]
c���g	&Eg�)

ϕ(α) = 1
S
ϕ(β) = 0

c�
	Y/),+.i:&\+�&
[E'*�N),Y/)3�~S.g
�.{.)�&(VQ[

t ∈ [−1 −
√

2,−1]
�T'*[ √

x = 1−t2
2t

S √
1 + x = − 1+t2

2t

c

	Y/),+1VC&('*[|Uh)�RT-.)3-/&E�N[E'^kC'`U3��[E'Ni*)3'NWTST'*)�ST_h-/&(_hS��.R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)

1∫

0

1

1 +
√
x+

√
1 + x

dx = −
−1∫

−1−
√

2

1

1 − t

t4 − 1

2t3
dt.

��-.)hUhg�)3'NW.)3'*)`'*[E_hSySTWT'*)3oh-/&^Y¥Uz&Eg�[NU3'*[zkC'*),Y.W.[Tc1��+/[ERT�#Y.W.)3WTS.)`�5)\[E'*�N),Y/)3�~S.g
��{.)~ST_hRTS.U3i:&(W.)3'*[
W/&

F
)�R.[5e	'N-Tb^+/[N)hgdVC&~_^&^+�&h{/&~S8W.)%)�W.)h[N�ha:[h+.S.g�[|_^&5RT-.)hUhgdkC'E&(W.)3'*[\W/&5oz[E-TWTSTk8STWT'*)3oh-/&^YIc

ê�D�ê�DÍÌ º Ôihd» ��È*����-.)hUhg�)3'NW.)3'*)%STWT'*)3oh-/&^Y.ST'*)N« 1∫
−1

x√
4−4x

dx ­ ln 2∫
0

√
ex − 1 dx ­

1∫
0

arcsin
√
x√

x(1−x)
dx ­ 0,75∫

0

1
(x+1)

√
x2+1

dx
c

�Å�:�]24[z��)�Y.S�i}STWT'*)3oh-/&^Y�& 2∫
0

x 3
√

1 − x2 dx
+�&|R.[(Y/[z�~S.g

x = sin t ó ��[Ng�)3WT'E&(-�«�"�&E�N),Y/)3��)3'*)N�{.)�&(VQ[\ST_hiN��-T¯�S.gxj%[E-.g	&^Y.W.[|'E&(_hS4UhgdkCW/&C�/�5)%R.[(Y.bQ{TS.g�RT-/&(iNSCY.W/&('E&|RT-TS.gdST'NSTiNW/&|W/&
x 3
√

1 − x2+�&(��)|�~�.�.�~¡ï�#�(�z�.�
(−∞,∞)

c	����RT-.)3VTSX'*[Ei:&C�.UhgdkCW/&('E&\)�_^&(VQ[EWTW/&\Uz&Eg�[~i\STWT'*)3-Ti:&^Y�&
[−1, 1]

c
ê�D�ê�D¶Ð º�8�: » ��&*����'*[5),+.W.[5'NSTRTST{TW.[5RT-TSCY/[z��)3WTS.)�W/&�STWT'*)3oh-TST-/&(W.)3'*[\R.[�{/&EU3'NS�« 1∫

0

arcsinx dx =

x arcsinx|10 −
1∫
0

x√
1−x2

= π
2 − 0 − (

√
1 − x2|10) = π

2 + 1
c	��bQV

f(x) = arcsin x
È
g(x) = x

c
�Å�:�. �-TbQo�'NSTRTST{.)3W�U,Y.bQ{/&(���^i
VQ[E�T'*[])dZ.),Y/)hU3��[N�E-/&(_hW.[�+�&�STWT'*)3oh-TST-/&Eg�)	R.[
{/&EU3'NS�)dRT-.)hUhgdkC'E&(W.)3'*[

W/&5STWT'*)3oh-/&^Y�&
I(m,n) =

1∫
0

xm(1 − x)n dx
c

É�bQV¸g�[z��)hgò+�&yR.[(Y/[z�~S.güW/&(RT-TS.g�)3-
f(x) = (1 − x)n

S
g′(x) = xm

cò�]{.)3iNSC+.W.[�'*[Eo3&(i:&
g(x) =

∫
xm dx = xm+1

m+1

c�"�&E�N),Y/)3��)3'*)N��{.)4i*U3����W.[NU3'
g
)4STWT'*)3oh-/&^Y.�/'�W/&�ST_z�E-/&(W/&('E&¥[E'�W/&EU

j�bQWTVTZTSTk`e![N�ESTVTW.[Ei*)3W.[\'*[Ei:&5RT-.)h[N�E-/&(_hbQi:&(W.)�Uh)�W/&(-TST{/&5iNW/&EU�kCW.)%i5+.S.j%)3-.)3WTZTS/&^Y�&C�._^&(�5[E'*[~Uh)3o3&
g�[z��)hg¥+�&�_^&(RTST¯5)hg

I(m,n) = 1
m+1

1∫
0

(1 − x)n dxm+1 = 1
m+1(xm+1(1 − x)n|10 −

1∫
0

xm+1 d(1 − x)n)
c

"�&E�N),Y.kC_hi:&Eg�)XU,Y/),+¥'*[Ei:&C�	{.)
xm+1(1 − x)n|10 = 0

S
d(1 − x)n = −n(1 − x)n−1 S�R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)

I(m,n) = n
m+1I(m+1,n−1)

��{TS.U,Y�&('E&
m
S
n
Uz&]Z.),Y.S��,cd�x'E&(VC&�R.[�U3����STk�W/&h{TSTW\R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)

I(m,n) =

n á



n
m+1I(m+1,n−1) = n(n−1)

(m+1)(m+2) I(m+2,n−2) = · · · = n!
(m+1)···(m+n)I(m+n,0)

c������¥VC&('*[�STWT'*)3oh-/&^Y.�/'
I(m+n,0)

)�'E&E�(Y.ST{.)3W4S4Uh)�RT-.)hUhgdkC'E&|),Y/)hg�)3WT'E&(-TW.[T��'*[~_^&\[E'Noz[Ei*[E-/&\g�[z��)hgL+�&5W/&(RTST¯5)hg
I(m,n) =

n!m!
(m+n+1)!

c
ê�D�ê�DÇÒX��-.)hUhg�)3'NW.)3'*)%STWT'*)3oh-/&^Y.ST'*)N«
1∫
0

xe−x dx ­ π∫
0

x3 sinx dx ­ e∫
1

ln3 x dx ­ 1∫
0

xm(ln x)n dx ­
π
2∫
0

sinn x dx
c

q Ð#D�F8;<G�P�B:à�7:@<G�w�@<O�G<@<AC7:MN;<OQP�@<B/ACB�?:½�wIA*OT@<7.DL���
ì�D q D��%&\RT-T��i|R.[Eo�Y/),+�R.[EWTkC'NS.)3'*[}[ERT-.),+/),Y/)3W4STWT'*)3oh-/&^Y�W.)�)�[NUh[N�N)3W.[|R.[(Y/)3_hW.[T��_^&(�5[E'*[\W.)�Uh)

-/&(_3Y.ST{/&(i:&~R.[\U3���5)hU3'Ni*[\[E'~W.)h[ERT-.),+/),Y/)3WTSTk�c
�I[Ei:&¥W.)�)tU3��i*Uh)hg iNkC-TW.[Tcþ�÷U,Y/),+.i:&(��STk¨'*)3VQU3'LST_3Y�&(o3&Eg�)ygdW.[Eoz[N�E-.[E�TWTS�RT-TSCY/[z��)3WTSTkªW/&

[ERT-.),+/),Y/)3WTST'*)�STWT'*)3oh-/&^Y.S�c
¦�)1_^&(R.[E{TW.)hgòUXi:&(�~W/&('E&y_^&tRT-TSCY/[z��)3WTSTkC'E&�j%[E-.gdb^Y�&tW/&��I)3�CY/[E-�cª��W.)3kxUh)XiNST�5+�&tVC&(V

R.[NU3-.),+/U3'Ni*[NgúgdW.[Eoz[EVT-/&('NW.[LSTWT'*)3oh-TST-/&(W.)�R.[¥{/&EU3'NS���W/&¥[ERT-.),+/),Y/)3WTSªSTWT'*)3oh-/&^Y.S��Xg�[z��)t+�&¥Uh)
ST_hbQ{/&(i:&XU3'N-TbQVT'NbQ-/&('E&8W/&}+�&^+/)3W/&Xj�bQWTVTZTSTkL��W/&(RT-TS.g�)3-�e�+�&8RT-.)hUhgdkC'E&Eg�)`U3'*[E�TW.[NU3'NST'*)|W/&}'E&(_hS
j�bQWTVTZTSTkLUy�E���(�C¢E�(�,�.�.�y�£�,�Q³Q¤����5�(°Q�.�(�h�}�5_hW/&h{TST'*),Y.W.[�R.[te5RT-.)3ZTST_hW.[T�][E'NVQ[(Y.VQ[E'*[�R.[h+/[E_hST-/&
03U3-.),+.W.[NU3'E&('NS.U3'NST{.)hU3VTSTkC'/0�{TST'E&('*),YIc
��+/)3kC'E&t'NbQVLUh)8[NU3W.[Ei:&(i:&�W/&4-/&(i*)3W.U3'Ni*[E'*[ º�;>:<8 » �!VQ[N)3'*[�RT-.),+/U3'E&(iNk�STWT'*)3oh-/&^Y�&y[E' fg(n+1)VC&('*[8U3bCg	&|[E'}WTkCVQ[ES�j�bQWTVTZTSTS�c���+/)3WT'NST{TW/&}W/& º�;>:<8 » SC+/)3k1R.[E_hi*[(Y.kCi:&|+�&|RT-.),+/U3'E&(iNS.g¸'NiN��-*+/)[N�E��S�j�bQWTVTZTSTS1VC&('*[}U3bCg	&\W/&~R.[(Y.STW.[Ng���{TSTST'*[}U3'*[E�TW.[NU3'NStUh)�RT-.)hUhgdkC'E&('8U�RT-.[NU3'NSt&^Y.oz)h�E-TST{TWTS

[ER.)3-/&(ZTSTS���S8WTkCVC&(VT��i�03[NU3'E&('N��VI0Ec��ÁU,Y/),+.i:&(��STk8'*)3VQU3'|R.[EVC&(_hi:&Eg�)%VC&(V4U3'E&(i:&5'*[Ei:&Cc
ì�D¶µ���)3VC&Xj�bQWTVTZTSTkC'E&

f
RT-TST'*)3�5&(i:&XW.)3RT-.)3VT��U3W/&('NS�S�R.[8{/&EU3'NS�g�[EW.[E'*[EWTWTSyRT-.[EST_hi*[h+.WTS¥[E'

+/[NU3'E&('N�:{TW.[|iNS.Uh[EVX-.),+1i~STWT'*)3-Ti:&^Y�&
∆
S

[a, x] ⊂ ∆
c

�d&(_ho�Y/)3�5+�&Eg�)~STWT'*)3oh-/&^Y�&
Tk(x) =

x∫
a

f (k)(t) (x−t)k−1

(k−1)! dt
c]¦�)�STWT'*)3oh-TST-/&Eg�)

Tk
R.[\{/&EU3'NS���VC&('*[

_^&y'E&(_hS¸Z.),Y¨iNW/&EU�kTg�)�i�+.S.j%)3-.)3WTZTS/&^Y�&¸�ÅU3R.[NgdW.)3'*)�U3SÁRT-/&(iNSCY/[E'*[¥_^&ySTWT'*)3oh-TST-/&(W.)tR.[�{/&EU3'NS��
j�bQWTVTZTSTkC'E& (x−t)k−1

(k−1)!

c	"�&�'E&(_hS8Z.),YX'N-:kT�Ei:&�+�&�W/&(RTST¯5)hg�i�+.S.j%)3-.)3WTZTS/&^Y�&5WTkCVQ[zk}RT-TS.gdST'NSTiNW/&5W/&
'E&(_hS1j�bQWTVTZTSTk��CW/&(RT-TS.g�)3-�«

∫
(x− t)k−1

(k − 1)!
dt = − 1

(k − 1)!

∫
(x− t)k−1 d(x− t) = − (x− t)k

k!
.

��[(Y.bQ{/&(i:&~Uh)
Tk(x) = −

x∫
a

f (k)(t) d (x−t)k

k!

�TU,Y/),+1VQ[N)3'*[\STWT'*)3oh-TST-/&Eg�)%R.[~{/&EU3'NS�«

Tk(x) = −f (k)(t)
(x− t)k

k!
|xa +

x∫

a

(x− t)(k)

k!
dfk(t);

(T)(k) Tk(x) =
(x− a)k

k!
f (k)(a) +

x∫

a

f (k+1)(t)
(x− t)(k)

k!
dt =

=
(x− a)k

k!
f (k)(a) + Tk+1

 5&~_^&E�N),Y/)3�~S.g
��{.)�RT-TS
k = 1

S.g	&Eg�)
T1 =

x∫
a

f ′(t) (x−t)0
0! dt =

x∫
a

f ′(t) dt = f(x) − f(a)
_^&(�5[E'*[

f

® RT-TS.gdST'NSTiNW/&\W/& f ′ c��-.[h+.�#Y.�5&(i:&Eg�)]'*[E_hS~RT-.[EZ.)hU
S5RTST¯5)hg�_^&
k = 1, 2, . . . , n−1, n

R.[NU,Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[%-/&(i*)3W.U3'Ni:&('E&C«

n æ



T1 =
x− a

1!
f ′(a) + T2

T2 =
(x− a)2

2!
f ′′(a) + T3

· · · · · · · · · · · · · · ·

Tn−1 =
(x− a)n−1

(n− 1)!
f (n−1)(a) + Tn

Tn =
(x− a)n

n!
f (n)(a) + Tn+1
�)3o3&
U3���EST-/&Eg�)	'*)3_hS%-/&(i*)3W.U3'Ni:&C�EU3��VT-/&(�~&(i:&Eg�)!),+.W/&(VTiNST'*)!U3���EST-/&E)hgdS�i�+.i*)3'*)	U3'N-/&(WTS�S�RT-.)3W.)hU�kTg�)

f(a)
[E'z+.kTU3W.[Tc!��[(Y.bQ{/&(i:&~Uh)N«

(TL) f(x) = f(a) +
x− a

1!
f ′(a) + · · · + (x− a)n

n!
f (n)(a) +

x∫

a

(x− t)n

n!
f (n+1)(t) dt

�����5+/)hU3'Ni*[E'*[ º � � » Uh)dW/&(-TST{/&�uXB/;d½]vQP�O�@<O ¼ 7���P�B/;|S%SToh-/&E)�'NiN��-*+/)�i:&(�~W/&
-.[(Y.k�i�ST_hbQ{/&(i:&(W.)3'*[W/&~j�bQWTVTZTSTST'*)Nc��x{/&EU3'NW.[NU3'}&(VQ[\U3���EST-/&E)hg�[E'*[

(RTL) Rn(x) = Rn =

x∫

a

(x− t)n

n!
f (n+1)(t) dt

VCY/[EWTSyVT��g¨WTb^Y�&8RT-TS
n → ∞ �I'*[1g�[z��)hg¨+�&8RT-.)hUhgdkC'E&Eg�)`U3'*[E�TW.[NU3'NST'*)`W/&

f(x)
U~RT-.[EST_hi*[(Y.W/&

'*[E{TW.[NU3'(c�24[z��)hg4+�&]_^&(RTST¯5)hgt[NU3'E&('N��VT�/'
Rn

S�R.[]+.-TbQo�W/&h{TSTW��Q&(VQ[�ST_hR.[(Y._hi:&Eg�)��I)h[E-.)hg	&%íQc p c æ c lCc
�I[Eo3&(i:&1g�[z��)hg¨+�&}R.[(Y/[z�~S.g¨W/&(RT-TS.g�)3-

g(t) = (x−t)n

n!

c|�]VQ[
f (n+1) )~W.)3RT-.)3VT��U3W/&('E&Xi [a, x]

�I'*[
R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)

Rn =
f (n+1)(ξ)

n!

x∫

a

(x− t)n dt =
f (n+1)(ξ)

n!

(
(x− t)n+1

n+ 1
|xa

)
=

(x− a)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ),

VT�#+/)3'*[
ξ
)�WTkCVQ[zk8'*[E{TVC&\[E'\STWT'*)3-Ti:&^Y�&

[a, b]
c

��'E&(VC&C�.&(VQ[
f
S.g	&�W.)3RT-.)3VT��U3W/&('NS8RT-.[EST_hi*[h+.WTS8+/[�-.),+

n+ 1
iNVCY.Ä�{TST'*),Y.W.[5i�STWT'*)3-Ti:&^Y�&

∆
S

a
S
x
Uz&�'*[E{TVTS1[E'

∆
�C'*[5'^kX)%U3bCg	&�W/&5R.[(Y.STW.[Ng	È

(PT) Pn(x) = f(a) +
x− a

1!
f ′(a) + · · · + (x− a)k

n!
f (k)(a) +

(x− a)n

n!
f (n)(a)

W/&]RT-.[Ng�)3WCY.STi:&('E&
(x−a) S~[NU3'E&('N��VC& Rn c<Î]VQ[�RT-TS5WTkCVQ[N)
j�STVQU3ST-/&(W.[ x Uh)�U,Y.bQ{TS�+�&�)�ST_hRT�#Y.W.)3W.[

lim
n→∞

Rn = 0
�^'*��[E{.)3iNSC+.W.[]�5)�)�ST_hRT�#Y.W.)3W.[�S%-/&(i*)3W.U3'Ni*[E'*[

lim
n→∞

Pn(x) = f(x)
cI��{/&EU3'NWTSTk�U,Y.bQ{/&(�

a = 0
º � � » Uh)%W/&(-TST{/&`j%[E-.gdb^Y�&\W/&|2�&(VCY/[E-.)3W�c��I[E_hS�{/&EU3'*)3WtU,Y.bQ{/&(��)}��R.U3SCa:[(Y/[EohST{.)hU3VTS��]R.[\eb^+/[N�N)3W��T_^&(�5[E'*[~'*[Eo3&(i:&

f
)�U3bCg	&5W/&�R.[(Y.STW.[Ng�W/&

x
SXU3��[E'Ni*)3'NWTSTk1[NU3'E&('N��V�c

ì�DÇÆ�F8;<Gd½�7:;<G
ì�DÇÆ�D q

f(x) = sinx
S
x0 = 0

c!"�&�+�&5W/&(RTST¯5)hg�j%[E-.gdb^Y�&('E&5W/&~�I)3�CY/[E-1i\'*[E_hSXRT-TS.g�)3-X'N-:kT�Ei:&
+�&`RT-.)hUhg�)3'NW.)hg

f (n)(0); n = 0, 1, 2, · · · c�"�&`'E&(_hStZ.),Yt+/[EVC&(��)3'*)N����W/&(RT-TS.g�)3-�R.[}STWC+.bQVTZTSTk/�,��{.)
(sinx)(n) = sin(x+ nπ

2 )
c�
!R.)3ZTS/&^Y.W.[\RT-TS

x = 0
R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)

f (n)(0) =

{
0 ; n = 2k
(−1)k ; n = 2k − 1

nQí




	Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
x± · · · + (−1)k

x2k−1

(2k − 1)!
+Rk

VT�#+/)3'*[
Rk = x2k

(2k)! sin(ξ + kπ)
S
ξ
)�'*[E{TVC&�[E'¥STWT'*)3-Ti:&^Y�&

(0, x)
cþ$�U3W.[�)N��{.) |Rn| ≤ |x|2k

(2k)!S�{.)�g�[z��)hgÁ+�&\RT-.)3R.[(Y�&(o3&Eg�) |x| ≤ π
2

c��I[Ei:&}[E_hW/&h{/&(i:&C��{.)5U3'*[E�TW.[NU3'NST'*)5W/&
sin

g�[Eo3&('}+�&|�E�#+�&('
RT-.)hUhgdkC'E&(WTS\Y/)hU3W.[�U�RT-.[EST_hi*[(Y.W/&�'*[E{TW.[NU3'(c���_z�EST-/&�Uh)N�NW.)
)�W.)h[N�ha:[h+.S.g�[%+�&�[Eoh-/&(WTST{/&(i:&Eg�)

x
�N'N���

VC&('*[
lim
n→∞

rn(x) = 0 ∀x �¶+/[EVC&(��)3'*)�R.[NU,Y/),+.W.[E'*[�-/&(i*)3W.U3'Ni*[:�,�TW.[�)�)hU3'*)hU3'Ni*)3W.[�+�&�Uh)]RT-.),+.R.[E{TST'E&('g	&^Y.VTSXR.[\g�[h+.b^Y4U3'*[E�TW.[NU3'NS1W/&
x
c

ì�DÇÆ�D¶µ| �[EVC&(��)3'*)N�/{.)�{TS.U,Y/[E'*[
sin 1

�Å),+.STWX-/&^+.S/&(W�� ® ST-/&(ZTS.[EW/&^Y.W.[Tcì�DÇÆ�DÇÆX��[EVC&(��)3'*)N�/{.)

cosx = 1 − 1

2!
x2 +

1

4!
x4 ± · · · + (−1)k

(2k)!
x2k +Rn(x),

VT�#+/)3'*[
Rn(x) = x2k+1

(2k+1)! cos(ξ + kπ + π
2 )
_^&�WTkCVQ[N)

ξ ∈ (0, x)
c

ì�DÇÆ�DÍÌ
f(x) = ex

S
x0 = 0

c�������VC&('*[
(ex)(n) = ex; ∀n �d'*[ f (n)(0) = 1 ∀n = 0, 1, 2, . . .

c

	Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · · + xn

n!
+Rn(x),

VT�#+/)3'*[
Rn(x) = xn+1

(n+1)!e
ξ _^&
WTkCVQ[N) ξ ∈ (0, x)

c� �[EVC&(��)3'*)N�N{.)
lim
n→∞

Rn(x) = 0
_^&
i*U�kCVQ[�j�STVQU3ST-/&(W.[

x
c
ì�DÍÌ¥�]'1ST_3Y/[z��)3WTST'*)`+/[X'NbQVyRT-TS.g�)3-TS�Uh)~iNST�5+�&C�d{.)|j%[E-.gdb^Y�&('E&8W/&X�I)3�CY/[E-�g�[z��)|+�&X�E�#+/)

ST_hR.[(Y._hi:&(W/&L_^&�RT-.)hUhgdkC'E&(W.)3'*[xW/&LU3'*[E�TW.[NU3'NST'*)�W/&Lj�bQWTVTZTSTS�c·��+/)3kC'E&x)yU3��i*Uh)hg÷)hU3'*)hU3'Ni*)3W/&C«
f(x) = pn(x) + Rn(x)

SÁ&(VQ[
lim
n→∞

Rn(x) = 0
��'*[y[E{.)3iNSC+.W.[

lim
n→∞

pn(x) = f(x)
c¸"�W/&h{TSxRT-TS

+/[NU3'E&('N�:{TW.[|oz[(Y/)hgdS
n
g�[z��)hg�+�&�ST_hR.[(Y._^&(i*g�)�U3'*[E�TW.[NU3'N'E&\W/&

pn(x)
i*g�)hU3'*[

f(x)
c

ì�D¶Ð�¦�)}[E'*�N),Y/)3�~S.g
��{.)`RT-TS�b*U,Y/[EiNSTkC'E&t[E'�RT-.),+Ta:[h+.W/&('E&�'*[E{TVC&¥��'*[N)hU3'y&(VQ[
limRn = 0

_^&
WTkCVQ[N)

x
��'*[

f(x)
)%U3bCg	&�W/&~U3'*)3R.)3WTWTSTk8-.),+

(TS) f(x) = f(a) +
x− a

1!
f ′(a) +

(x− a)2

2!
f ′′(a) + · · · =

∞∑

n=0

(x− a)n

n!
f (n)(a),

VQ[E�T'*[�Uh)1W/&(-TST{/&��#¡3²��.� å ¡3ðQ�.���¨W/&yj�bQWTVTZTSTkC'E& f i�'*[E{TVC&('E& a c�� {/&EU3'NWTSTkÁU,Y.bQ{/&(�
a = 0R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)%-.),+.�/'

(MS) f(x) = f(0) +
x

1!
f ′(0) +

x2

2!
f ′′(0) + · · · =

∞∑

n=0

xn

n!
f (n)(0),

VQ[E�T'*[XU3��[E'Ni*)3'NW.[X�5)�W/&(-TST{/&Eg�)\-.),+�W/&�_�&(VCY/[E-.)3W�W/&
f
c~�]'8'NbQVtR.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)N��{.)\&(VQ[ º7k2l » )U¿aT�(+.kC�ÿ_^&XWTkCVQ[N)

x0
�d'*[1'*[E�¥)}&E�NUh[(Y.Ä�'NW.[tU¿a:[h+.kC�ÿi�STWT'*)3-Ti:&^Y�&

(−x0, x0)
c�
	Y/),+¥R.[(Y�&(o3&(W.)3'*[

x − a = y
R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)N��{.)~&(VQ[ º � l » )5U¿a:[h+.kC�÷RT-TS�WTkCVQ[N)

x0
�#'*[`'*[E��)~&E�NUh[(Y.Ä�'NW.[XU¿a:[h+.kC�ú_^&

i*U�kCVQ[
x
[E'XSTWT'*)3-Ti:&^Y�&

(a − x0, a + x0)
c\�%&(RTST¯5)3'*)\-.),+/[Ei*)3'*)\W/&}2�&(VCY/[E-.)3Wy_^&8j�bQWTVTZTSTST'*)

ex
�

sinx
�
cos x

��R.[EWTkCVQ[Eo3&|Uh)�VC&(_hi:&C�.{.)�Uhg�)|0,-/&(_hiNSCY.SI0�+�&^+/)3W/&~j�bQWTVTZTSTk}i|U3'*)3R.)3W.)3WX-.),+#�,c
ì�D¶Ð#D q "�&%+�&�-/&(_hiNS.)hg�W/&(RT-TS.g�)3-Xj�bQWTVTZTSTkC'E&

f(x) = ln(1 + x)
i5-.),+8W/&�2�&(VCY/[E-.)3W}'N-:kT�Ei:&�_^&

i*U�kCVQ[
n
+�&
RT-.)hUhg�)3'NW.)hg

f (n)(0)
cd�I[Ei:&�W.)!)�'N-Tb^+.W.[T«

f ′(x) = 1
1+x = (1+x)−1 �^_hW/&h{TS f ′(0) = 1

c<��[
e<W/&('E&('N��V}RT-.)hUhgdkC'E&Eg�)�R.[NU,Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[5RT-.[EST_hi*[h+.WTST'*)�W/&

f ′(x)
«
f ′′(x) = (f ′(x))′ = −(1+x)−2 ­

f ′′′(x) = (−1)(−2)(1+x)−3 ­ f (4)(x) = (−1)(−2)(−3)(1+x)−4 S�ST_z[N�E�5[ f (n)(x) = (−1)(n−1)(n−

n Ó



1)!(1+x)−n
c<"�W/&h{TS5_^&�i*U�kCVQ[�)hU3'*)hU3'Ni*)3W.[

n
)!ST_hRT�#Y.W.)3W.[

f (n)(0) = (−1)(n−1)(n−1)!
c�"�&Eg�)hU3'Ni:&Eg�)

U,Y/),+1'*[Ei:&
f (n)(0)

i º7k2l » S8R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)`��_^&E�N),Y/)3��)3'*)N�/{.) f(0) = 0
�,«

(sln) ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
± · · · =

∞∑

n=1

(−1)(n+1) x
n

n
.

 �[EVC&(��)3'*)N�N{.)	-/&^+.STb*U3�/'�W/&�U¿a:[h+.S.g�[NU3'�W/&
'*[E_hS�-.),+~)	-/&(i*)3W�W/&
1
cd"�&
VQ[ES�'*[E{TVTS�ST_hiN��W�STWT'*)3-Ti:&^Y�&

(−1, 1)
'*[E_hSX-.),+4)�U¿a:[h+.kC� ó��'E&(VC&C�C-/&(_3Y/[z�~SCaTg�)%j�bQWTVTZTSTkC'E&

ln(1 + x)
i5-.),+8W/&��I)3�CY/[E-�c�
!��U�U3���5&^Y/)3WTS.)��5)]RT-TST_hW/&E)hg

[N�*&h{.)N�:{.)�oz[E-TWTST'*)
-/&(_zU3���5+/)3WTSTk|Uz&�W.)3RT�#Y.WTS\S~WTST�5[�W.)�WTS~o3&(-/&(WT'NST-/&C�Q{.)
U3bCg	&('E&�W/&�-.),+�& º76�N�m »W/&(S.U3'NSTW/&X)
ln(1 + x)

c|�þ&(VQ[XWTkCVQ[E�yR.[8e�W/&(STi*)3Wy{TST'E&('*),Y�ST_hR/&^+.W.)\iXW.),+/[EbCg�)3WTS.)|_^&(�5[}+�&}W.)
'E&(VC&C�<�5)~W/&(R.[NgdWTS.g
�<{.) �C¢(�( (´5�8�/¡\�¿¤%¡\�C¢(�¿�/¡3²E�(�z�.�¥�(�h�5�E�~�(�:�(�·� º76�N�m » c|�ò'*[Ei:&8)~i:&(�~W.[8e�E�z¢h¤��^Ø¸�.���#¡3²E�(� �.� å ¡3ðQ�.�����.�|²(�E²E¡3�.� Ú �*�.�*�.�Q³t²(�}¡��BTT�(²h³.´÷�|�Q³.�*�(ð��.�.�~¡ï�#�(�z�TÙ��.�\�h�(¤��E�5�
¤��`²(�|�/¡�¡��Q�N�(�.�|�.�|�h�5�(ð.�.�(�h�5�.�~¡��.� Ú �*�.�*�.�Q³.�5�Nc��U,Y/),+.i:&(��STky'*)3VQU3'1�5)~R.[EVC&(��)hg¹U~RT-TS.g�)3-TS��<{.)\'*[Ei:&X)~'E&(VC&Cc8��-.),+.S�+�&XUh)\_^&E)hg�)hgªU~'^kQa
[N�*&h{.)N�E�5)	[E'*�N),Y/)3�~S.g1i*Uh)	R/&(V��^{.)!U3bCg	&('E&
W/& º76�N�m » �.�E�.�h�5�.�.��)�-/&(iNW/&
W/& ln(1+x)

_^&
x ∈ (−1, 1)

c
"�&5'E&(_hSXZ.),Y1�5)�W/&(RT-/&(iNS.gL[EZ.)3WTVC&~W/&5[NU3'E&('N��VC&

Rn(x)
��iNST�~'*) º7n � � » ��RT-TS a = 0

c
�·'E&(VC&C«

Rn(x) =
x∫
0

(x−t)n

n! f (n+1)(t) dt
��VT�#+/)3'*[T��-/&(_z�EST-/&yUh)N�

f(t) = ln(1 + t)
cÁ�����LVC&('*[

f (n+1)(t) = (−1)nn!(1+ t)−(n+1) �:'*[�U,Y/),+}VC&('*[�_^&Eg�)hU3'NS.g�Uh)�R.[(Y.bQ{/&(i:& Rn = (−1)n
x∫
0

(x−t)n

(1+t)n+1 dt
c

�yR.[NU,Y/),+.W.[E'*[�-/&(i*)3W.U3'Ni*[
0 ≤ t ≤ x < 1

S5_hW/&h{TS
x−t < 1

c	
	Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[ |Rn| ≤
|x|∫
0

1
(1+t)n+1 dt =

1
n
(1 − 1

(1+|x|)n )
��[E'8VT�#+/)3'*[8R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)N��{.)

Rn(x) → 0
RT-TS

n → ∞ c���R.[NU,Y/),+.W/&('E&X[EZ.)3WTVC&8Uh)R.[zkCiNS |x| �C_^&%+�&�[N�EiEaQ&(W.)hg�U,Y.bQ{/&(k x < 0
c	�d&(_ho�Y/),+�&(�T'*)%'*[E_hS8U,Y.bQ{/&(�X[E'z+/),Y.W.[T�.�N)3_�+�&�ST_hRCY._hi:&('*)

g�[h+.b^Y.S���'*[Eo3&(i:&~STWT'*)3oh-/&^Y�&~_^&
Rn

S.g	&Eg�) x∫
0

= −
0∫
x

�,c
ì�DÇÒ3o5G<@<B�½ @<O�6,p`ACB/@ª �-TbQo4i:&(��)3WÁRT-TS.g�)3-ÁRT-.),+/U3'E&(iEY.kCi:&�-/&(_hiNST'NS.)3'*[�W/&yj�bQWTVTZTSTkC'E&

f(x) = (1 + x)α
cü��Ä�'*[EWª)�ST_hR.[(Y._hi:&^Y�'*[Ei:&�-/&(_hiNST'NS.)N��_^&y+�&�R.[(Y.bQ{TS¨W/&(�¸e\-/&(_hW.[N[N�E-/&(_hWTS

U,Y/),+/U3'NiNSTk�c
��'E&(VC&C�TRT-.)hUhgdkC'E&Eg�)�RT-.[EST_hi*[h+.WTST'*)%W/&

f
«
f ′(x) = α(1 + x)α−1 ­ f ′′(x) = α(α− 1)(1 + x)α−2 ­

f ′′′(x) = α(α−1)(α−2)(1+x)α−3 S\ST_z[N�E�5[ f (n)(x) = α(α−1) · · · (α−n+1)(1+x)α−n
c�"�W/&h{TS

f (n)(0) = α(α− 1) · · · (α− n+ 1)
_^&
n = 1, 2, . . .

c
¦�)][E'*�N),Y/)3�~S.g�g�)3�5+.b5+.-TbQoz[E'*[T�:{.)�&(VQ[

α
)�¡3�h�~¡3�h�~�E¡3�.��{TS.U,Y/[`��'(c )NcdZTkQY/[%S\R.[(Y/[z�~ST'*),Y.W.[:�,�

'*[
f (n)(x)

W.)\)\'N���5+/)hU3'Ni*)3W.[4WTb^Y�&8Uz&Eg�[X_^&t�3�Q�N¡3�� ����(ð��h�5�(ð.�.�(�h�5�yW/&
n
c}$�U3W.[1)N�<{.)~i1'*[E_hS

U,Y.bQ{/&(�X-.),+.�/'|W/&5�I)3�CY/[E-1RT-.),+/U3'E&(iEY.kCi:&\VT-/&(�TW/&~U3bCg	&Cc
��-.[h+.�#Y.�5&(i:&Eg�)%R.[�e�W/&('E&('N��V8S}RTST¯5)hg�-.),+.�/'~W/&�2�&(VCY/[E-.)3W8_^&

f
c�"�&%+�&��E�#+/)�R.[�e�[N�N[E_h-TS.g

_^&(RTS.Uz&C�C�5)]W/&(RTST¯5)hg�RT-.),+.i:&(-TST'*),Y.W.[~VQ[N)hj�STZTS.)3WT'E&�RT-.),+
xn
i�-.),+�&�W/&�2�&(VCY/[E-.)3W�c	�I[E�8)�-/&(i*)3W

W/&
f (n)(0)

n!
=
α(α − 1) · · · (α− n+ 1)

n!
=

(
α

n

)
;

'*[N)hU3'1'*[Ei:&8)\�ESTW.[Ng�)3W�VQ[N)hj�STZTS.)3WT'4U8�/¡\�/¡3�E�#¡¬¤%¡3�.�.�`�Q³Q�.�
α
c`�I[Ei:&8W.)\)~{Tb^+.W.[T«�ST_h-/&(_h�/' (

A
n

)
S.g	&�UhgdS.U3�#Y|S~VQ[Eo3&('*[

A
)�VQ[NgdRCY/)3VQU3W.[�{TS.U,Y/[�S5+/[E-TS\VQ[Eo3&('*[

A
)�VTi:&^+.-/&('NW/&%g	&('N-TSTZ/&\��S~i�WTkCVQ[ES

-/&(_3+/),Y.S4[E'\2�&('*)hg	&('NSTVC&('E&|Uh)�ST_hR.[(Y._hi:&5'*[E{TW.[\i~'*[E_hS1UhgdS.U3�#Y#�,c
"�W/&h{TS1-.),+.�/'|W/&52�&(VCY/[E-.)3WXW/&

(1 + x)α
S.g	&~U,Y/),+.WTSTk8iNSC+I«

(ns) (1 + x)α = 1 +

(
α

1

)
x+

(
α

2

)
x2 + · · · =

∞∑

n=0

(
α

n

)
xn.

n ù



�d&(_z�EST-/&|Uh)N�C'*[Ei:&~-/&(i*)3W.U3'Ni*[|)�iNkC-TW.[\Uz&Eg�[\_^&�'*)3_hS4U3'*[E�TW.[NU3'NS1W/&
x
�C_^&5VQ[EST'*[|[NU3'E&('N��VT�/'

Rn(x)VCY/[EWTSXVT��g¥WTb^Y�&Cc< 5&�oz[~W/&(RTST¯5)hg¥R.[5e	R.[h+.-.[N�EW.[T«

Rn(x) =
α(α− 1) · · · (α− n)

n!

x∫

0

(x− t)n(1 + t)α−n−1 dt

�����}VC&('*[�-/&^+.STb*U3�/'\W/&�U¿a:[h+.S.g�[NU3'\W/& º�mq6 » )�-/&(i*)3W}W/& 1
�¶+/[EVC&(��)3'*)�oz[:�,�Q'*[5)�+/[NU3'E&('N�:{TW.[5+�&

+/[EVC&(��)hg
�d{.)|&(VQ[ −1 < x < 1
�I'*[

Rn(x) → 0
c|��bQV��5)~-/&(_ho�Y/),+�&Eg�)`U,Y.bQ{/&(k −1 < x ≤ t ≤ 0

�
RT-.),+TY�&(o3&Eg�)�W/&�{TST'E&('*),Y.k8+�&5-/&(_ho�Y/),+�&

Uz&Eg�[NU3'*[zkC'*),Y.W.[`U,Y.bQ{/&(k
0 ≤ t ≤ x < 1

c
�ô'E&(VC&C� | x∫

0

(x − t)n(1 + t)α−n−1 dt| ≤ |
x∫
0

|x|n dt| = |x|n+1 �!_^&(�5[E'*[tRT-TS�oz[E-TWTST'*)Xb*U,Y/[EiNSTk
|x− t| ≤ |x| S 0 < 1+ t ≤ 1

c	�]'%'*[Ei:&%U,Y/),+.i:&C�:{.) |Rn(x)| ≤ |α||α−1|···|α−n|
n! |x|n+1 c�"�&�+�&�+/[EVC&(��)hg
�{.)

Rn → 0
�T�5)�R.[(Y/[z�~S.g

an =
|α||α − 1| · · · |α− n|

n!
|x|n+1 ≥ 0.

 �[EVC&(��)3'*)N�.{.)
lim
n→∞

an+1

an
= |x| c]����RT�/'Ni:&(W.)N«�'N���}VC&('*[ |x| < 1

�Q'*[~[E'5VT-TST'*)3-TSTk}W/&� 5&^Y�&Eg��N)3-
º7?Kr q » U,Y/),+.i:&C��{.)�-.),+.�/' ∑

an
)�U¿a:[h+.kC�}c �y
	Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[

an → 0
S�[E' |Rn| ≤ an

Uh)�R.[(Y.bQ{/&(i:&
Rn → 0

c!�%&('*[~+/[ERT�#Y.W.)3WTS.)��5)%[E'*�N),Y/)3�~S.g
�/{.)%U¿a:[h+.S.g�[NU3'N'E&`W/& º�mq6 » RT-TS x = ±1
ST_hS.U3VTi:&~R.[5e

RT-.)3ZTST_hWTS1-/&(_zU3���5+/)3WTSTk��.VQ[EST'*[\'NbQV8WTkTg	&�+�&�ST_3Y�&(o3&Eg�)Nc
ì�DÇÒ�D q F8;<Gd½�7:;4 5&%W/&(R.[NgdWTS.g
�C{.)�U3bCg	&('E&

1 + q+ q2 + · · ·+ qn
W/&�oz)h[Ng�)3'N-TST{TW/&�RT-.[Eoh-.)hU3STk}U

{/&EU3'NW.[
q
RT��-TiNS}{CY/)3W

1
)]-/&(iNW/&�W/& 1−qn+1

1−q = 1
1−q −

qn+1

1−q
c���[(Y�&(o3&Eg�)�'NbQV

q = −x2 S`R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)
1

1 + x2
= 1 − x2 + x4 ± · · · + (−1)nx2n + (−1)n+1 x

2n+2

1 + x2
.


	Y/),+1'*[Ei:&C�.U,Y/),+.i:&(�TVTS1��&(�.�EWTSTZ��.STWT'*)3oh-TST-/&Eg�)%R.[NU,Y/),+.W.[E'*[\-/&(i*)3W.U3'Ni*[\i\STWT'*)3-Ti:&^Y�&
[0, 1]

«

π

4
=

∫ 1

0

1

1 + x2
dx =

∫ 1

0
dx−

∫ 1

0
x2 dx+

∫ 1

0
x4 dx± · · · + (−1)n

∫ 1

0
x2n dx+ rn,

VT�#+/)3'*[
rn = (−1)n+1

1∫
0

x2n+2

1+x2 dx
c��]VQ[EWT{/&('*),Y.W.[`Uh)�R.[(Y.bQ{/&(i:&

π

4
= 1 − 1

3
+

1

5
− 1

7
± · · · + (−1)n

1

2n+ 1
+ rn.

"�&�+�&5[EZ.)3WTS.g
rn
�5)�_^&E�N),Y/)3�~S.g
�.{.) x2n+2

1+x2 ≤ x2n+2 �TU,Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[

|rn| ≤
1∫

0

x2n+2 dx =
1

2n+ 3
.


	Y/),+XVC&('*[5R.[(Y/[z�~S.g
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Uz&X'*)3VTbQ��ST'*)|VQ[N[E-*+.STW/&('NS�c��I[Ei:&C��{.)

f
)

ST_hRT��VTW/&^Y�&%W/&(oz[E-.)�[E_hW/&h{/&(i:&C�Q{.)
i%STWT'*)3-Ti:&^Y�&
[x, y]

)
ST_hRT�#Y.W.)3W.[%W.)3-/&(i*)3W.U3'Ni*[E'*[
f(ξ)−η(ξ) ≥ 0

c
�����XVC&('*[~RT-TS

x 6= y
�CS.g	&Eg�)

1 = ξ−y
x−y + ξ−x

y−x
�C'*[

1.f(ξ) − η(ξ) =
ξ − y

x− y
f(ξ) +

ξ − x

y − x
f(ξ) − ξ − y

x− y
f(x) − ξ − x

y − x
f(y) =

ξ − y

x− y
(f(ξ) − f(x)) +

ξ − x

y − x
(f(ξ) − f(y))


	Y/),+\'*[Ei:&�RT-TS
x < ξ < y

RT-TSCY�&(o3&Eg�)�'*)h[E-.)hg	&('E&�W/&���&(oh-/&(WT��_^&
(f(ξ)−f(x)

S
(f(ξ)−f(y))

c
�]']W.)3k�U,Y/),+.i:&C�E{.)!U3���5)hU3'NiNbQi:&('�{TS.U,Y�&

α ∈ (x, ξ)
S
β ∈ (ξ, y)

�(_^&�VQ[EST'*[
f(ξ)−f(x) = f ′(α)(ξ−x)S

f(ξ) − f(y) = f ′(β)(ξ − y)
c!"�W/&h{TS

f(ξ) − η(ξ) =
(ξ − y)(ξ − x)

x− y
f ′(α) +

(ξ − y)(ξ − x)

y − x
f ′(β) =

(ξ − y)(ξ − x)

x− y
(f ′(α) − f ′(β))

��_hR.[(Y._hi:&Eg�)�[E'NW.[Ei*[�'*)h[E-.)hg	&('E&�W/&���&(oh-/&(��S~R.[(Y.bQ{/&(i:&Eg�)
f ′(α)−f ′(β) = f ′′(γ)(α−β)

_^&]WTkCVQ[N)
γ ∈ (α, β)

c

f(ξ) − η(ξ) =
(ξ − y)(ξ − x)(α − β)

x− y
f ′′(γ)

�����XVC&('*[
x < α < ξ < β < y

�C'*[~gdW.[z�~ST'*),Y.kC'
(ξ − y)(ξ − x)(α− β)

x− y

® [E'N-TSTZ/&('*),Y/)3W�c\
	Y/),+/[Ei:&('*),Y.W.[8_hW/&(VT�/'XW/& f(ξ) − η(ξ)
_^&(iNS.U3S�),+.STW.U3'Ni*)3W.[X[E'

f ′′(γ)
c��ªW/&(¯�STk

U,Y.bQ{/&(�
f(ξ) − η(ξ) ≥ 0

'*[Eo3&(i:&~SXUz&Eg�[~'*[Eo3&(i:&C�.VQ[Eo3&('*[
f ′′(γ) ≤ 0

c
�<)3_hb^Y.'E&('NST'*)N�.VQ[EST'*[5R.[(Y.bQ{TSCaTg�)]+/[NUh)3o3&�+�&(i:&('5iN��_zg�[z�~W.[NU3'~+�&%W/&(RT-/&(iNS.g¥U¿a:)hg	&�W/&�oh-/&Ej�STVC&

W/&`+�&^+/)3W/&8j�bQWTVTZTSTk
f
c\�%&(S.U3'NSTW/&C�<g�[z��)hg¨+�&}[ERT-.),+/),Y.S.gªSTWT'*)3-Ti:&^Y.ST'*)\W/&8g�[EW.[E'*[EWTW.[NU3'1W/&

fR.[NU3-.),+/U3'Ni*[Ng�_hW/&(VC&~W/&5RT-.[EST_hi*[h+.W/&('E&\S�c
��'*)3_hS~'*[E{TVTS

x
�Ni�VQ[EST'*[

f ′(x) = 0
SCY.S

f ′(x)
W.)
U3���5)hU3'NiNbQi:&

f
)3i*)3WT'Nb:&^Y.W.[�S.g	&�)3VQU3'N-.)hgdbCgdS��

i~oz[E-TWTSTk8'*)3VQU3'|S.g	&5WTkCVQ[ES8+/[NU3'E&('N�:{TWTS4b*U,Y/[EiNSTkX_^&�'*[Ei:&Cc
"�W/&(VT�/'`W/&

f ′′
+�&(i:&5STW.j%[E-.g	&(ZTSTkX_^&5ST_hRT��VTW/&^Y/[NU3'N'E&|W/&

f
c�
!��[E'Ni*)3'NW.[|'*[E{TVTST'*)N�.i\VQ[EST'*[

f ′′)�WTb^Y�&5SCY.SXRT��V8W.)%U3���5)hU3'NiNbQi:&C�.g�[z��)�+�&~Uz&�STW.j�Y/)3VQU3WTS�c
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��_hi*)hU3'NW/&%+/[ERT�#Y.WTST'*),Y.W/&5STW.j%[E-.g	&(ZTSTk|_^&%R.[Ei*),+/)3WTS.)3'*[5W/&�+�&^+/)3W/&�j�bQWTVTZTSTk|Uh)]R.[(Y.bQ{/&(i:&�[E'
&EU3S.gdRT'*[E'NST'*)%S���&(VQ[~-/&(_z�EST-/&\Uh)N�TU3���5)hU3'NiNbQi:&('Q�,c

î�DÇÆ ± 7:uXG<@<G<s<G�w¸&*�%��-/&(i:&('*)8U|bQ-/&(iNW.)3WTS.)
l : ax + by + c = 0 (b 6= 0) ® �E�h�Q¤��.�5�(�5���W/&(VCY/[EW.)3W/&8&EU3S.gdRT'*[E'E&*�]W/&|j�bQWTVTZTSTkC'E&

f
��i

+∞ SCY.S −∞ �,��&(VQ[|_^&|-/&(_zU3'*[zkCWTS.)3'*[ d(x) g�)3�5+.b'*[E{TVC&('E&
M(x, f(x)

[E'�oh-/&Ej�STVC&�W/&
f
S
l
)�ST_hRT�#Y.W.)3W.[

lim
x→+∞

d(x) = 0
�NU3��[E'Ni*)3'NW.[

lim
x→−∞

d(x) = 0
c

�:�]��)3-T'NSTVC&^Y.W/&('E&8RT-/&(i:&
l
U�bQ-/&(iNW.)3WTS.)

l : x = a
)~&EU3S.gdRT'*[E'E&}W/&

f
��&(VQ[

lim
x→a±0

f(x) = ±∞��iNST�~'*)�-TS.U3bQWTVTST'*)%R.[�e	+/[(Y.b.�,c
 5&1iNSC+.S.g�VC&(V�g�[z��)`+�&1Uh)}[E'NVT-TSTkC'�W/&(VCY/[EW.)3WTST'*)1&EU3S.gdRT'*[E'NS¥W/&X+�&^+/)3W/&4j�bQWTVTZTSTk

f
ct"�&

-/&(_zU3'*[zkCWTS.)3'*[
d
S.g	&Eg�)

d(x) = 1√
a2+b2

|ax + bf(x) + c| c¨$�U3W.[y)N��{.) d(x) → 0 ⇐⇒ |ax +

bf(x) + c| → 0; x → ±∞ c]Î]VQ[|'*[Ei:&`)%'E&(VC&C�#'*[`[E{.)3iNSC+.W.[ |ax+bf(x)+c|
|x| = |a + b f(x)

x
+ c

x
| → 0

S
'N���tVC&('*[ c

x
→ 0

RT-TS
x → ±∞ ��'*[}'N-:kT�Ei:&`+�&})�ST_hRT�#Y.W.)3W.[ a + b f(x)

x
→ 0 ­ _hW/&h{TS f(x)

x
→ −a

b

c

	Y/),+L'*[Ei:&tg�[z��)hg�+�&t[ERT-.),+/),Y.S.g

c
[E't-/&(i*)3W.U3'Ni*[E'*[

c = − lim(ax + bf(x))
&(VQ[T�!-/&(_z�EST-/&�Uh)N�

R.[NU,Y/),+.W/&('E&8oh-/&(WTSTZ/&8U3���5)hU3'NiNbQi:&Cc\©�)hU3'*[8)5b^+/[N�EW.[}+�&}Uh)5'N��-.U3St+/)3VC&(-T'*[Ei*[E'*[XbQ-/&(iNW.)3WTS.)~W/&
l
«

l : y = kx+m
�^VT�#+/)3'*[

k = −a
b

S
m = − c

b

c<�d&(_z�EST-/&�Uh)N�(i�'*[E_hS�U,Y.bQ{/&(���5)	S.g	&Eg�)
k± = lim

x→±∞
f(x)
xS

m± = lim
x→±∞

(f(x) − kx)
c

�ü+/[NU3'E&�[E'�bQ{.)h�EWTST'*)4R.[NUh[N�ESTk���-T��VQ[Ei*[h+/U3'Ni:&�SCY.SxbQ{.)h�EWTSTZTS��|Uh)4U3��_3+�&(i:&yiNR.)3{/&('zY/)3WTS.)3'*[T�
{.)`oh-/&Ej�STVT�/'tW/&

f
Uh)|+/[N�(Y.ST�5&(i:&�W.)h[Eoh-/&(WTST{.)3W.[tVT��g�RT-/&(i:&('E&

l
�N)3_`+�&1k�RT-.)hU3ST{/&¥��R.[EW.)t03[E'

ST_hi*)hU3'NW.[XgdkTU3'*[}W/&('E&('N��VI0E�I'*[N)hU3'Xi}WTkCVQ[E�y�N)3_hVT-/&E)3W�STWT'*)3-Ti:&^Y#�,c~©�)5'*[Ei:&}W.)5)5'E&(VC&8g�[z��)hg¸+�&
Uh)\bC�N),+.S.g¨W/&(RT-TS.g�)3-�VC&('*[1-/&(_ho�Y/),+�&Eg�)`j�bQWTVTZTSTkC'E&

f(x) = x + 1
x

sinx ­ x > 0
c}��[EVC&(��)3'*)N��{.)

RT-/&(i:&('E&
l : y = x

)]&EU3S.gdRT'*[E'E&�W/&
f
�NVQ[zkC'*[�RT-.)hU3ST{/&%oh-/&Ej�STVC&�W/&

f
iN��i�i*U�kCVC&%'*[E{TVC&%[E'�iNSC+�&

kπ
c

��)3-T'NSTVC&^Y.WTST'*)4&EU3S.gdRT'*[E'NSxUh)}W/&EgdST-/&('�R.[4e�Y/)hU3W.[T«8'*[Ei:&�Uz&4i*U3ST{TVTS�RT-/&(iNS
l
U`bQ-/&(iNW.)3WTSTk

l : x = a
�T_^&5VQ[EST'*[\Y.kCi:&('E&~SCY.SX+.kTU3W/&5oh-/&(WTSTZ/&4��SCY.SXS8+.i*)3'*)^��W/&

f
i\'*[E{TVC&('E&

a
)�WTkCVC&(VT��i`iNSC+

�N)3_hVT-/&(�TW.[NU3'(c

�]VQ[�RT��V¨U3���5)hU3'NiNbQi:&�WTkCVQ[zk¨[E'�oh-/&(WTSTZTST'*)
lim

x→±∞
f(x) = ±b �]'*[�RT-/&(i:&('E& l+ : y = b+

�
U3��[E'Ni*)3'NW.[

l− : y = b−
Uz&�a:[E-TST_z[EWT'E&^Y.WTSt&EU3S.gdRT'*[E'NS1W/&

f
c

�]'XVC&(_^&(W.[E'*[8+/[8'NbQV�Uh)~iNST�5+�&C��{.)10,ST_zU,Y/),+.i:&(W.)3'*[.0\W/&}W/&|+�&^+/)3W/&Xj�bQWTVTZTSTk
f
Uh)\U3��U3'*[ES�i

b*U3'E&(W.[EiNkCi:&(W.)3'*[|W/&5WTkCVQ[ES4[N�E��S1U3i*[E�.U3'Ni:&~W/&
f
S8R.[NU3'N-.[zkCi:&(W.)3'*[|W/&~U3VTSTZ/&~W/&5W.)3�TWTSTk8oh-/&Ej�STV�c
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"�&�'E&(_hS�Z.),Y�)d+/[NU3'E&('N�:{TW.[�+�&
Uh)	[E'NVT-TS.)	R.[Ei*),+/)3WTS.)3'*[�S�[N�E��ST'*)	U3i*[E�.U3'Ni:&�W/&
f
i
+/)hj�STWTSTZTS.[EWTW/&('E&

S�[N�(Y�&EU3'8Sti8W.)3�TWTST'*)~VT-/&(ST�~&t��&(VQ[8'^ktU3�#+.��-:�5&X�N)3_hVT-/&(�TWTS�SCY.S�[E'Ni*[E-.)3WTSySTWT'*)3-Ti:&^Y.S��,��+�&}Uh)
[ERT-.),+/),Y.kC']'*[E{TVTST'*)�W/&�RT-.)3VT��U3W/&('*[NU3'(�ESTWT'*)3-Ti:&^Y.ST'*)	W/&
g�[EW.[E'*[EWTW.[NU3'(�EST_hRT��VTW/&^Y/[NU3'(�N)3VQU3'N-.)hgdWTST'*)
S8STW.j�Y/)3VQU3WTSX'*[E{TVTS��.&EU3S.gdRT'*[E'NST'*)%W/&

f
S}'(c W�c�
	Y/),+1'*[Ei:&5g�[z��)�+�&5Uh)�W/&(-TS.U3bQi:&5oh-/&Ej�STVC&�W/&

f
c

î�DÍÌ Þ O:K	O��<G
ù c n.c p �%&Eg�)3-.)3'*)�&EU3S.gdRT'*[E'NST'*)%W/&~j�bQWTVTZTSTkC'E&

f(x) =
4x5 + 13x4

(x+ 2)2(1 − x2)

ù c n.c l~��_zU,Y/),+.i:&(�T'*)�j�bQWTVTZTSTST'*)N«

9.4.2.1 f(x) = (x− 2)e
1
x

9.4.2.2 f(x) = x+
√
x2 − 4

9.4.2.3 f(x) =
lnx√
x

9.4.2.4 f(x) = arcsin
2x

1 + x2

9.4.2.5 f(x) = arccos sinx2.
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