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Âåêòîðè è áàçèñè â R3

Îñíîâíèòå ñâîéñâà íà âåêòîðèòå â R2 ñå îáîáùàâàò è çà Rn, êàòî íàïðèìåð èäå-
ÿòà çà ëèíåéíà çàâèñèìîñò. Êàçâàìå, ÷å åäíà ñèñòåìà âåêòîðè {ak} å ëèíåéíî

çàâèñèìà àêî ñúùåñòâóâà òðèâèàëíà (ò.å. ðàâíà íà íóëà) ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ îò
íåéíèòå åëåìåíòè λ1a1+λ2a2+ . . .+λnan = 0, â êîÿòî èìà ïîíå åäèí íåíóëåâ êî-
åôèöèåíò λi. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé, âåêòîðèòå â ñèñòåìàòà ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè.
Ìàêñèìàëíèÿò áðîé ëèíåéíî íåçàâèñèìè âåêòîðè â åäíà ñèñòåìà ñå íàðè÷à íåèí
ðàíã è òîé íå ìîæå äà íàäâèøàâà ðàçìåðíîñòòà n íà ñúîòâåòíîòî ïðîñòðàíñòâî:
rg{ak} ≤ n. Â R2 íàïðèìåð âñåêè òðè âåêòîðà ñà ëèíåéíî çàâèñèìè, êîåòî äà-
âà âúçìîæíîñò åäèíèÿò äà ñå èçðàçè êàòî ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà äðóãèòå äâà.
Êàçâàìå, ÷å ñèñòåìàòà {ak} çàäàâà áàçèñ â Rn àêî å îò ìàêñèìàëåí ðàíã è âåê-
òîðèòå â íåÿ ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè. Òîãàâà âñåêè âåêòîð v ∈ Rn ìîæå äà áúäå
ðàçëîæåí â áàçèñà {ak}, ò.å. ïðåäñòàâåí êàòî ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ îò âèäà

v =
n∑
k=1

viai (0.1)

êúäåòî êîåôèöèåíòúò vi ñå äàâà îò óñïîðåäíàòà ïðîåêöèÿ íà v âúðõó íàïðàâëå-
íèåòî, îïðåäåëåíî îò ai. Â ñëó÷àÿ íà îðòîãîíàëåí áàçèñ èìàìå ai ⊥ aj ïðè i 6= j
è òîãàâà òîé ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ vi âúðõó åäèíè÷íèÿ âåêòîð âi:

vi = v · âi, âi =
ai
|ai|
· (0.2)

Òàêà êîíñòðóèðàíèÿò áàñèç {âi} ñå íàðè÷à îðòîíîðìèðàí (îðòîãîíàëåí è íîðìè-
ðàí), êîåòî îçíà÷àâà, ÷å ñêàëàðíèòå ïðîèçâåäåíèÿ îáðàçóâàò åäèíè÷íà ìàòðèöà

âi · âj = δij =

∣∣∣∣∣ 0 , i 6= j

1 , i = j.
(0.3)

Âðúçêàòà ìåæäó êîìïîíåíòèòå íà v â äâà ðàçëè÷íè áàçèñà {âk} è {â′k} ñ äàâà ñ
ò.íàð. ìàòðèöà íà ïðåõîä T ↔ {τ ji } îò {âk} â {â′k} ÷ðåç ìàòðè÷íî óìíîæåíèå

âi =
n∑
j=1

τ ji â
′
j (0.4)

êúäåòî i-òèÿò âåêòîð-ñòúëá íà T ñå äàâà ñ êîîðäèíàòèòå íà âi â íîâèÿ áàçèñ {â′j}.
Òúé êàòî ðàçëàãàíåòî (0.1) â äâàòà áàçèñà ïðåäñòàâÿ ñúùèÿ ãåîìåòðè÷åí îáåêò

v =
n∑
i=1

v′ja′j =
n∑
i=1

viai =
n∑

i,j=1

viτ ji a
′
j ⇒ v′j =

n∑
i=1

τ ji v
i

ò.å. óñïîðåäíèòå (êîíòðàâàðèàíòíè) êîìïîíåíòè ñå òðàíñôîðìèðàò èìåííî ñ

T : vi → v′j.
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Àíàëîãè÷íî, çà îðòîãîíàëíèòå ïðîåêöèè (êîâàðèàíòíè êîìïîíåíòè) vi ñå ïðè-
ëàãà (T t)−1 èçâåñòíà êàòî êîíòðàãðàäèåíòíà òðàíñôîðìàöèÿ íà T , êàêòî ëåñíî
ìîæå äà ñå âèäè îò (0.2) è (0.4). Â ÷àñòíîñò, àêî äâàòà áàçèñà ñà îðòîíîðìèðàíè,
êàêòî íàé-÷åñòî ãè èçáèðàìå çà óäîáñòâî, íÿìà ðàçëèêà ìåæäó êîâàðèàíòíè è
êîíòðàâàðèàíòíè êîìïîíåíòè, à ìàòðèöàòà íà ïðåõîäà å îòðîãîíàëíà, ò.å. óäîâ-
ëåòâîðÿâà ñâîéñòâîòî T t = T−1, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å u ·v = Tu ·Tu. Òðàíñôîðìà-
öèÿòà çàïàçâà äúëæèíèòå è úãëèòå (òàêèâà îáèêíîâåíî íàðè÷àìå èçîìåòðèè),
êàòî èìàìå î÷åâèäíî detT = ±1 (çàùî å î÷åâèäíî?). Â ÷àñòíîñò, àêî detT = 1,
îðèåíòàöèÿòà ñúùî ñå çàïàçâà è T ñå ñâåæäà äî ðîòàöèÿ (âúðòåíå), â ïðîòè-
âåí ñëó÷àé ñúäúðæà è îòðàæåíèå. Ïî-îáùî, àêî ðàçãëåæäàìå R3 êàòî àôèííî

ïðîñòðàíñòâî (îò òî÷êè âìåñòî ñâîáîäíè âåêòîðè), çàïàçâàùèòå îðèåíòàöèÿòà
èçîìåòðèè ñà åâêëèäîâèòå äâèæåíèÿ: ðîòàöèè è òðàíñëàöèè (ïðåìåñòâàíèÿ).

Âåêòîðíî è ñìåñåíî ïðîèçâåäåíèå

Îñâåí ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå, êîåòî ñå îáîáùàâà äèðåêòíî çà ïðîèçâîëíà ðàç-
ìåðíîñò êàòî ìàòðè÷íî óìíîæåíèå (U → U t ñúãëàñíî ïðàâèëîòî �ðåä ïî ñòúëá�)

u · v = U tV =
n∑
k=1

ukvk = |u||v| cos](u,v) (0.5)

äåôèíèðàõìå è ò.íàð. âúíøíî ïðîèçâåäåíèå íà äâà âåêòîðà â ðàâíèíàòà êàòî

u ∧ v =

∣∣∣∣ u1 u2
v1 v2

∣∣∣∣ = |u||v| sin](u,v) (0.6)

êîåòî ïúê äàâà îðèåíòèðàíîòî ëèöå íà óñïîðåäíèêà, îïðåäåëåí îò u è v. Òàçè
êîíñòðóêöèÿ ñúùî ñå îáîáùàâà, íî ïðè n ≥ 3 ñòàâà ìíîãîêîìïîíåíòíà âåëè÷èíà

(u ∧ v)ij = uivj − viuj, i, j = 1, 2, . . . n (0.7)

êîÿòî å î÷åâèäíî àíòè-ñèìåòðè÷íà è èìà k =
n(n− 1)

2
íåçàâèñèìè êîìïîíåíòè

(îáÿñíåòå çàùî!). Â ÷àñòíîñò, ïðè n=3 èìàìå k=3 è òàçè âåëè÷èíà ìîæå äà áúäå
ïðåäñòàâåíà êàòî âåêòîð1 ñ êîìïîíåíòè, ðàâíè íà àäþíãèðàíèòå êîëè÷åñòâàòà â
ðàçâèòèåòî ïî ïúðâè ðåä íà äåòåðìèíàíòàòà (òóê ê1, ê2 è ê3 ñà áàçèñíèòå âåêòîðè)

u× v =

∣∣∣∣∣∣
ê1 ê2 ê3
u1 u2 u3
v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣ =
 u2v3 − u3v2

u3v1 − v3u1
u1v2 − u2v1

 · (0.8)

1ïîíÿêîãà íàðè÷àí îùå ïñåâäîâåêòîð, òúé êàòî ñå çàïàçâà ïðè ñìÿíà íà îðèåíòàöèÿòà.
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Ôèãóðà 1: Ãåîìåòðè÷åí ñìèñúë íà âåêòîðíîòî ïðîèçâåäåíèå (âëÿâî) è ïðàâèëî íà äÿñ-

íàòà ðúêà ïðè îðèåíòàöèÿòà íà âåêòîðíè áàçèñè (âäÿñíî).

Òàçè êîíñòðóêöèÿ, õàðàêòåðíà ñàìî çà R3, ñå íàðè÷à âåêòîðíî ïðîèçâåäåíèå. Çà
ïðîèçâîëíè u è v, âåêòîðúò u× v å ïåðïåíäèêóëÿðåí íà ðàâíèíàòà, îïðåäåëåíà
îò òÿõ è òðèòå â òîçè ðåä îáðàçóâàò �äÿñíà òðîéêà� (ïî ïðàâèëîòî íà äÿñíàòà
ðúêà, èëþñòðèðàíî íà Ôèãóðà 1), êàòî ãîëåìèíàòà |u×v| = |u||v| sin](u,v)
îòíîâî çàäàâà ëèöåòî íà óñïîðåäíèêà, îïðåäåëåí îò u è v. Â ÷àñòíîñò, àêî òå ñà
â x, y-ðàâíèíàòà, u×v å âåêòîð ïî z-íàïðàâëåíèåòî, ñ ãîëåìèíà ðàâíà íà |u∧v|.
Ïîðàäè òåçè ñâîéñòâà, êîíñòðóêöèÿòà ñå èçïîëçâà çà îïðåäåëÿíå íà íîðìàëíî
íàïðàâëåíèå, äîïúëâàíå íà áàçèñè, êàêòî è ïðåñìÿòàíå íà ëèöà è îáåìè â R3.
Íàïðèìåð, àêî u ⊥ v, ïðèáàâÿéêè êúì òÿõ u×v, ïîëó÷àâàìå îðòîãîíàëåí áàçèñ.

Ñìåñåíî è äâîéíî âåêòîðíî ïðîèçâåäåíèå

Âúïðåêè ÷å âúíøíîòî ïðîèçâåäåíèå å àñîöèàòèâíî, ò.å. u∧ (v∧w) = (u∧v)∧w,
òîâà ñâîéñòâî íå âàæè çà âåêòîðíîòî óìíîæåíèå: ïðè íåãî ñà â ñèëà ïðàâèëàòà

(u× v)×w = (u ·w)v − (v ·w)u

(0.9)
u× (v ×w) = (u ·w)v − (u · v)w.

Çàáåëåæåòå, ÷å äâîéíîòî âåêòîðíî ïðîèçâåäåíèå âèíàãè äàâà âåêòîð, êîéòî ëå-
æè â ðàâíèíàòà, îïðåäåëåíà îò äâàòà âåêòîðà â ñêîáèòå (è îáÿñíåòå çàùî å òàêà!).

Âúíøíîòî ïðîèçâåäåíèå â R3 èìà ñìèñúë è çà òðè âåêòîðà - òîãàâà òî äàâà
îðèåíòèðàíèÿ îáåì íà ïðèçìàòà, îïðåäåëåíà îò òÿõ êàòî äåòåðìèíàíòà îò âèäà

u ∧ v ∧w =

∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3
v1 v2 v2
w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣ (0.10)

å èçâåñòíî îùå êàòî ñìåñåíî ïðîèçâåäåíèå íà u, v è w, êàòî ñå îçíà÷àâà ñúùî ñ

(u,v,w) = (u× v) ·w = u · (v ×w) = u ∧ v ∧w.
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Ãîðíèòå ðàâåíñòâà ñëåäâàò äèðåêòíî îò äåôèíèöèÿòà íà ñêàëàðíî è âåêòîðíî
ïðîèçâåäåíèå. Ïðåäâèä ãåîìåòðè÷íèÿ ñìèñúë íà ïîñëåäíîòî, èìàìå îùå

u× v = |u||v| sin](u,v)n = SBn

êúäåòî n å åäèíè÷íèÿò íîðìàëåí âåêòîð êúì ðàâíèíàòà, îïðåäåëåíà îò u è v, à
SB - ëèöåòî íà îïðåäåëåíèÿ îò òÿõ óñïîðåäíèê, w · n = |w| cos](n,w) ïúê äàâà
âèñî÷èíàòà h íà ïðèçìàòà, îïðåäåëåíà îò òðèòå âåêòîðà, îòêúäåòî èìàìå

(u,v,w) = |u||v||w| sin](u,v) cos](n,w) = SBh = V.

Åäíî äèðåêòíî ñëåäñòâèå å, ÷å òðè êîïëàíàðíè âåêòîðà äàâàò íóëåâà äåòåðìè-
íàíòà (äåòåðìèíàíòàòà å íåíóëåâà ñàìî ïðè ìàêñèìàëåí ðàíã). Åòî îùå åäíà
ïîëåçíà ôîðìóëà, ÷èåòî äîêàçàòåëñòâîòî îñòàâÿìå çà äîìàøíà

(u× v) · (w × z) = (u ·w)(v · z)− (u · z)(v ·w). (0.11)

Çàäà÷è

1. Íåêà {êk} å ñòàíäàðòíèÿò áàçèñ è T : {êk} → {ak} å ìàòðèöàòà íà ïðåõîäà â
{ak}. Ïîêàæåòå, ÷å G−1 = TT t, êúäåòî G å ìàòðèöàòà íà Gram: Gij = ai ·aj.

2. Äîêàæåòå, ÷å âåêòîðíîòî ïðîèçâåäåíèå óäîâëåòâîðÿâà òúæäåñòâàòà íà Jacobi

(u× v)×w + (v ×w)× u+ (w × u)× v = 0

u× (v ×w) + v × (w × u) +w × (u× v) = 0

3. Äîêàæåòå ÷àñòíèÿ ñëó÷àé íà ôîðìóëà (0.11), â êîéòî

(u× v) · (u× v) = u2v2 − (u · v)2

êàòî çà îáùèÿ ìîæå äà ñå èçïîëçâà ñâîéñòâîòî

a · (b× c) = (a× b) · c.

4. Íàìåðåòå ñòîéíîñòòà íà tan](u,v) è îáåìà íà ïðèçìàòà, ðàçïúíàòà îò u,

v è u× v, êúäåòî u =

 1
1
1

 and v =

 1
−1
0

·
5. Ïðåñìåòíåòå îáåìà íà ïèðàìèäà ABCD ñ âúðõîâå A(1; 2; 1), B(−1; 0; 3),
C(2; 0; 0) è D(3; 1; 0). Íàìåðåòå ãåîìåòðè÷íèÿ ìó öåíòúð, ïîâúðõíèíàòà,
îáåìà è ðàçñòîÿíèåòî îò âúðõà D äî ðàâíèíàòà, îïðåäåëåíà îò A, B è C.
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Ïðàâè è ðàâíèíè â ïðîñòðàíñòâîòî

Êàêòî âèäÿõìå, ìíîãî îò ñòàíäàðòíèòå êîíñòðóêöèè â ðàâíèíàòà ñå îáîáùàâàò
äèðåêòíî çà R3, íî ñúùåñòâóâàò è äîñòà ðàçëèêè. Îñâåí êàòî âåêòîðíî ïðîñòðàí-
ñòâî, ïîñëåäíî ñå èíòåðïðåòèðà è êàòî ïðîñòðàíñòâî îò òî÷êè, êîèòî çàäàâàìå
ñ ðàäèóñ-âåêòîðè, ñâúðçàíè ñ íÿêîÿ êîîðäèíàòíà ñèñòåìà (àôèííî ïðîñòðàíñò-
âî). Òóê ñå ïîÿâÿâàò ãåîìåòðè÷íè îáåêòè - êðèâè è ïîâúðõíèíè, êîèòî îïèñâàìå
ñúñ ñèñòåìè óðàâíåíèÿ. Â ÷àñòíîñò, ëèíåéíèòå óðàâíåíèÿ çàäàâàò ëèíåéíè îáåê-
òè: ïðàâè è ðàâíèíè. Íàïðèìåð ïàðàìåòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà ïðàâà â R3 ñå
âúâåæäà òî÷íî êàêòî â R2, íî ñ îùå åäíà êîîðäèíàòíà ôóíêöèÿ (âæ. Ôèãóðà 2):

g : r = r0 + λt, λ ∈ R (0.12)

êîåòî ðàçïèñàíî ïî êîìïîíåíòè èìà âèäà

x = x0 + λt1

y = y0 + λt2 (0.13)

z = z0 + λt3

êàòî è òóê t çàäàâà ò. íàð. íàïðàâëÿâàù âåêòîð íà g. Àíàëîãè÷íî, óðàâíåíèåòî
íà ïðàâà ïðåç òî÷êèòå ñ ðàäèóñ-âåêòîðè r0 è r1, ìîæå äà áúäå ïîëó÷åíî âúâ âèäà

x− x0
x1 − x0

=
y − y0
y1 − y0

=
z − z0
z1 − z0

(0.14)

êúäåòî ðàçëèêàòà ñ ðàâíèííèÿ ñëó÷àé å ñàìî â íàëè÷èåòî íà òðåòà êîîðäèíàòà.
Çà ðàçëèêà îò äâóìåðíèÿ ñëó÷àé îáà÷å, òóê èìàìå äâå ëèíåéíè óðàâíåíèÿ âìåñòî
åäíî. Ïðè÷èíàòà å ÷å çà äà ñå ïîëó÷è åäíîìåðåí îáåêò â òðèèçìåðíî ïðîñòðàí-
ñòâî, êàòî ëèíèÿòà, îïèñàíà îò ñâîáîäíèÿ ïàðàìåòúð λ âúâ ôîðìóëà (0.12), ñå
íóæäàåì îò äâå âðúçêè: 3 − 2 = 1, äîêàòî â ðàâíèíàòà åäíà ëèíåéíà âðúçêà å
äîñòàòú÷íà. Àíàëîãè÷íî îáåêòúò, êîéòî ñå îïèñâà îò åäíà ëèíåéíà âðúçêà â R3

α : ax+ by + cz + d = 0 (0.15)

å äâóìåðíà ðàâíèíà, à (0.15) å íåéíîòî îáùî óðàâíåíèå. Ãåîìåòðè÷íèÿò ñìèñúë
íà êîåôèöèåíòèòå å ñúùèÿò êàòî ïðè ïðàâèòå â R2: a, b è c ñå èíòåðïðåòèðàò êàòî
êîìïîíåíòè íà íîðìàëíèÿ âåêòîð n è ñúîòâåòíî d = −n · r0, êúäåòî r0 å ðàäèóñ-
âåêòîð íà ïðîèçâîëíà òî÷êà A îò α. Òîâà ëåñíî ñå ïîêàçâà êàòî ñúîáðàçèì, ÷å
àêî âçåìåì äðóãà òî÷êà îò α ñ ðàäèóñ-âåêòîð r, ðàçëèêàòà r− r0 çàäàâà ñâîáîäåí
âåêòîð, êîéòî å âèíàãè óñïîðåäåí íà α (âæ. Ôèã. 2) è ñëåäîâàòåëíî n·(r−r0) = 0. Â

÷àñòíîñò, àêî èçáåðåì åäèíè÷åí íîðìàëåí âåêòîð n0 =
n

|n|
ïîëó÷àâàìå ñúîòâåòíî

α : n0 · (r− r0) = 0 (0.16)

èçâåñòíî êàòî íîðìàëíî óðàâíåíèå íà ðàâíèíà, ñ ÷èÿòî ïîìîù îïðåäåëÿìå ðàç-
ñòîÿíèåòî îò òî÷êà B ñ ðàäèóñ-âåêòîð r1 äî α. Çà öåëòà ïðîåêòèðàìå âåêòîðíàòà
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Ôèãóðà 2: Ïðàâè è ðàâíèíè â òðèìåðíî (àôèííî) ïðîñòðàíñòâî.

ðàçëèêà ~AB = r1− r0, êîÿòî äàâà íàñî÷íà îòñå÷êà îò A ∈ α êúì B ïî íîðìàëàòà
è ñúîòâåòíî, ðàçñòîÿíèåòî d ìåæäó òî÷êà B è îðòîãîíàëíàòà é ïðîåêöèÿ B′ â α

d(B,α) = |(r1 − r0) · n0| (0.17)

êîåòî å äåôèíèöèÿòà çà ðàçñòîÿíèå ìåæäó òî÷êà è ðàâíèíà. Ïðåäè äà âçåìåì àá-
ñîëþòíà ñòîéíîñò îò èçðàçà âäÿñíî èìàìå ò. íàð. îðèåíòèðàíî ðàçñòîÿíèå, ÷èèòî
çíàê çàâèñè îò òîâà äàëè n0 è ~AB ñêëþ÷âàò îñòúð èëè òúï úãúë, ò.å. îò èçáîðà
íà îðèåíòàöèÿ çà åäèíè÷íàòà íîðìàëà, êîéòî ïðè ïðàâè è ðàâíèíè íå å ôèêñèðàí.

Äðóã ïîëåçåí íà÷èí çà çàäàâàíå íà ðàâíèíà å ÷ðåç ò. íàð. îòðåçîâî óðàâíåíèå

α :
x

a′
+
y

b′
+
z

c′
= 1 (0.18)

â êîåòî a′, b′ è c′ ñà îòðåçèòå îò êîîðäèíàòíèòå îñè (ïðîáîäíèòå òî÷êè íà α
ñ Ox, Oy è Oz ñúîòâåòíî). Â ðàâíèííèÿ àíàëîã èìàìå îòðåçîâî óðàâíåíèå íà
ïðàâà, êàòî a′ è b′ çàäàâàò êîîðäèíàòèòå íà ïðåñå÷íèòå òî÷êè ñ Ox è Oy. Â ïðàê-
òèêàòà ÷åñòî ñå íàëàãà ñúùî äà íàìåðèì óðàâíåíèåòî íà ðàâíèíà ïî çàäàäåíè
òðè (íå-êîëèíåàðíè) òî÷êè A(x0, y0, z0), B(x1, y1, z1) è C(x2, y2, z2) îò íåÿ. Ëåñ-
íî ñúîáðàçÿâàìå, ÷å çà ïðîèçâîëíà òî÷êà X ∈ α ñ ðàäèóñ-âåêòîð r, âåêòîðèòå
~AB = r1 − r0, ~AC = r2 − r0 è ~AX = r− r0 ñà êîïëàíàðíè (ðàçïúâàò íóëåâ îáåì)

α : ~AX ∧ ~AB ∧ ~AC =

∣∣∣∣∣∣
x− x0 y − y0 z − z0
x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0
x2 − x0 y2 − y0 z2 − z0

∣∣∣∣∣∣ = 0. (0.19)

Êîåôèöèåíòèòå â îáùîòî óðàâíåíèå (0.15) íà ðàâíèíàòà ñà òúêìî àäþíãèðàíèòå

êîëè÷åñòâà íà ïúðâèÿ ðåä, ñúîòâåòíî íîðìàëíèÿò âåêòîð èìà âèäà n= ~AB× ~AC.
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Âçàèìíî ïîëîæåíèå è ðåëàöèè íà èíöèäåíòíîñò

Ïî-âèñîêàòà ðàçìåðíîñò ïðåäëàãà ïîâå÷å âúçìîæíîñòè çà âçàèìíî ïîëîæåíèå íà
ãåîìåòðè÷íè îáåêòè, íî ìíîãî íåùà îò ïëàíèìåòðèÿòà ñå îáîáùàâàò äèðåêòíî:
íàïðèìåð ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó òî÷êè A(x0; y0; z0) è B(x1; y1; z1) â ïðîñòðàíñòâîòî
ñå äàâà îò òðèìåðíàòà ïèòàãîðîâà òåîðåìà çà òåëåñíèÿ äèàãîíàë â ïàðàëåëåïèïåä

|AB| = |r1 − r0| =
√

(x1 − x0)2 + (y1 − y0)2 + (z1 − z0)2. (0.20)

Àíàëîãè÷íî, îðèåíòèðàíîòî ðàçñòîÿíèå îò òî÷êà A äî ðàâíèíà α íàìèðàìå êàòî
â íîðìàëíîòî óðàâíåíèå íà ðàâíèíàòà çàìåñòèì êîîðäèíàòèòå íà òî÷êàòà. Çà
íàìèðàíåòî íà ðàçñòîÿíèå îò òî÷êà A äî ïðàâà g èëè ìåæäó äâå ïðàâè îáà÷å,
êîíñòðóêöèÿòà ñå óñëîæíÿâà. Â ïúðâèÿ ñëó÷àé íàïðèìåð ñå îêàçâà ïîëåçíî äà
ïîñòðîèì ðàâíèíà α, êîÿòî ñúäúðæà òî÷êàòà A è å ïåðïåíäèêóëÿðíà íà ïðàâà-
òà g, òîãàâà ðàçñòîÿíèåòî d(A, g) ñå äàâà îò ãîðíàòà ôîðìóëà êàòî |AB|, êúäåòî
B = α∩g å ïðîáîäíàòà òî÷êà íà g ñ α. Òàêà â ïðîñòðàíñòâîòî ñòàâà ïî-îñåçàòåëíà
íåîáõîäèìîñòòà äà ñå èçïîëçâàò ò.íàð. ðåëàöèè íà èíöèäåíòíîñò: �ñúäúðæà� è
�ñúäúðæà ñå â�. Àëãåðáðè÷íèÿò èì èçðàç ìîæå äà å ñâúðçàí ñ òîâà êîîðäèíàòèòå
äà óäîâëåòâîðÿâàò íÿêàêâà ñèñòåìà óðàâíåíèÿ èëè äàäåíà äåòåðìèíàíòà äà ñòàâà
ðàâíà íà íóëà - òàêà íàïðèìåð (0.14) è (0.19) ïðåäñòàâëÿâàò óñëîâèÿ ñúîòâåòíî
çà êîëèíåàðíîñò íà òðè è êîïëàíàðíîñò íà ÷åòèðè òî÷êè. Êàêòî âèäÿõìå ïðè
èçëåäâàíåòî íà ñèñòåìè ëåíåéíè óðàâíåíèÿ, â òðèìåðíèÿ ñëó÷àé òå äàâàò ïðå-
ñè÷àíèÿ íà ðàâíèíè (â ñëó÷àÿ, êîãàòî íå ñà óñïîðåäíè). Àíàëîãè÷íî, ïðàâàòà g
�ïðîáîæäà� ðàâíèíàòà α â ñëó÷àÿ g ‖ α, ïðè êîéòî äâåòå èëè íÿìàò îáùè òî÷êè,
èëè ïúê ñà èíöèäåíòíè g ⊂ α. Îùå ïî-èíòåðåñíî å êîãàòî ðàçãëåäàìå äâå ïðàâè
â ïðîñòðàíñòâîòî. Íåêà íàïðèìåð g å îïðåäåëåíà îò íàïðàâëÿâàùèÿ ñè âåêòîð t
è êîîðäèíàòèòå íà íÿêîÿ òî÷êà A ∈ g, à h ñúîòâåòíî îò s è B. Òóê èìàìå òðè
âúçìîæíîñòè: ïðàâèòå äà ñà óñïîðåäíè, ïðè êîåòî t × s = 0 (êàòî â ÷àñòíîñò
ìîæå è äà ñúâïàäàò), äà ñå ïðåñè÷àò èëè äà ñà êðúñòîñàíè, êîåòî å íàé-îáùîòî
(è íàé-âåðîÿòíî) âçàèìíî ïîëîæåíèå. Â ïúðâèòå äâà ñëó÷àÿ òå ëåæàò â åäíà ðàâ-

íèíà, ïðè êîåòî èìàìå t ∧ s ∧ ~AB = 0. Ðàçñòîÿíèåòî â òåçè ñëó÷àè ñå îïðåäåëÿ
ïî ðàçëè÷åí íà÷èí: çà êðúñòîñàíè ïðàâè òî ñå ìåðè ïî ò.íàð. îñ-îòñå÷êà (åäèíñ-
òâåíàòà ïðàâà, êîÿòî ïðåñè÷à åäíîâðåìåííî g è h ïîä ïðàâ úãúë). Íàìèðàìå ãî

êàòî ïðîåêòèðàìå âåêòîðà ~AB âúðõó îáùèÿ ïåðïåíäèêóëÿð n = t×s, êîåòî äàâà

d(g, h) =
| ~AB · t×s|
|t×s|

, t×s 6= 0. (0.21)

Â ñëó÷àÿ íà óñïîðåäíè ïðàâè t×s = 0, îáùàòà íîðìàëà ìîæå äà áúäå èçðàçåíà
êàòî äâîéíî âåêòîðíî ïðîèçâåäåíèå, ò.ê. t× ~AB å ïåðïåíäèêóëÿðåí íà ðàâíèíàòà
α 3 g, h, ñëåäîâàòåëíî (t× ~AB)× t = t2 ~AB − ( ~AB · t)t ëåæè â α è ñêëþ÷âà ïðàâ

úãúë ñ t‖s, êîåòî äàâà æåëàíîòî íàïðàâëåíèå, è ïðîåêòèðàéêè ~AB, ïîëó÷àâàìå

d(g, h) =
(t× ~AB)2

|(t× ~AB)×t|
= |AB| sin]( ~AB, t), t×s = 0. (0.22)
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Íÿêîëêî ïðèìåðà îò ñòåðåîìåòðèÿòà

Íåêà ðàçãëåäàìå ÷åòèðè òî÷êè â ïðîñòðàíñòâîòî: A(1; 2; 0), B(2; 1; 3), C(3; 0; 1)
è D(1;−1; 2), êàòî ñå ïîèíòåðåñóâàìå îò ñâîéñòâàòà íà ïèðàìèäàòà è ïðèçìàòà,
êîèòî òå îïðåäåëÿò (àíàëîãè÷íî íà òðèúãúëíèöèòå â ïëàíèìåòðèÿòà). Ïúðâî ùå
îïðåäåëèì íàñî÷åíèòå îòñå÷êè ïî ðúáîâåòå íà òÿëîòî, çàïî÷âàéêè îò òî÷êà A,
ñúîòâåòíî êàòî ~AB = (1, −1, 3)t, ~AC = (2, −2, 1)t è ~AD = (0, −3, 2)t. Òúé êàòî
ðàíãúò íà ñèñòåìàòà å ìàêñèìàëåí, òî÷êèòå íå ëåæàò â åäíà ðàâíèíà, ïî-òî÷íî

( ~AB, ~AC, ~AD) =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 3
2 −2 1
0 −3 2

∣∣∣∣∣∣ = −15
êîåòî äàâà îðèåíòèðàíèÿ îáåì íà ïðèçìàòà, àñîöèèðàíà ñ ÷åòèðèòå òî÷êè. Òîãàâà
îáåìà íà ïèðàìèäàòà ABCD íàìèðàìå êàòî èçïîëçâàìå ïîçíàòàòà âðúçêà

VABCD =
1

6
|( ~AB, ~AC, ~AD)| = 5

2
·

Äðóã òèïè÷åí ïðîáëåì å äà ñå íàìåðè ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó òî÷êà D è ðàâíèíàòà
α, îïðåäåëåíà îò A, B è C. Çàïî÷âàìå ñ óðàâíåíèåòî íà α, çàäàäåíî ñ (0.19) êàòî

α : x+ y − 3 = 0

ñëåä êîåòî ðàçäåëÿìå íà ãîëåìèíàòà |n| =
√
2 íà íîðìàëíèÿ âåêòîð nα = (1, 1, 0)t

è çàìåñòâàìå êîîðäèíàòèòå íàD, çà äà ïîëó÷èì d(D,α) = 1√
2
|1−1−3| = 3√

2
· Äðóã

âàðèàíò çà ðåøåíèå å äà ñúîáðàçèì, ÷å òúðñåíîòî ðàçñòîÿíèå å òúêìî âèñî÷èíàòà
h íà ïèðàìèäàòà, êîÿòî äàâà âðúçêàòà 3V = hS ìåæäó îáåìà VABCD, ïîëó÷åí
ïî-ãîðå, è ëèöåòî íà îñíîâàòà 4ABC, èçðàçåíà êàòî SABC = 1

2
| ~AB × ~AC| = 5√

2
·

Ñëåäâàùàòà çàäà÷à ùå áúäå äà íàìåðèì ðàçñòîÿíèåòî ìåæðó ïðàâàòà g, ìèíà-
âàùà ïðåç âúðõîâåòå A è B, è ïðàâàòà h, îïðåäåëåíà îò C è D. Àêî èçïîëçâàìå
êàòî íàïðàâëÿâàùè âåêòîðè ~AB = (1, −1, 3)t è ~DC = (2, 1, −1)t, è ñúîòâåòíî
èçáåðåì A è C çà îòïðàâíè òî÷êè, ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ íà äâåòå ïðàâè ñà

g : x = 1 + λ, y = 2− λ, z = 3λ, λ ∈ R

h : x = 3 + 2µ, y = µ, z = 1− µ, µ ∈ R.

Ïðèðàâíÿâàéêè èçðàçèòå çà x, y è z ïî-ãîðå, ïîëó÷àâàìå íåñúâìåñòèìà ñèñòåìà
çà ïàðàìåòðèòå λ è µ (ïðîâåðåòå ñàìè!), êîåòî îçíà÷àâà, ÷å ïðàâèòå íå ñå ïðåñè-
÷àò. Òúé êàòî òå íå ñà è óñïîðåäíè, îáùàòà íîðìàëà êúì äâåòå ñå ïîëó÷àâà êàòî
n ∼ ~AB× ~DC, èëè ñëåä ïðèâåæäàíå êúì åäèíè÷íà äúëæèíà, n = 1√

62
(−2, 7, 3)t.

Ïðîåêòèðàéêè íàñî÷åíàòà îòñå÷êà, ñâúðçâàùà òî÷êà îò åäíàòà ïðàâà ñ òî÷êà îò
äðóãàòà (íàïðèìåð A è C), ïîëó÷àâàìå çà ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó òÿõ d(g, h) = 15√

62
·
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Íåêà ïîëó÷èì è óðàâíåíèÿòà íà îñòà-îòñå÷êà ` - ïðàâàòà, êîÿòî ïðåñè÷à g è h
ïîä ïðàâ úãúë. Òúé êàòî î÷åâèäíî ` ‖ n, îñòàâà äà îïðåäåëèì ñàìî ñâîáîäíèÿ
÷ëåí â óðàâíåíèåòî îò óñëîâèåòî ` ∩ g, ` ∩ h 6= ∅. Äðóãî âúçìîæíî ðåøåíèå å äà
íàìåðèì ` êàòî ïðåñå÷íèöà íà äâå ðàâíèíè: σ 3 n, g è ψ 3 n, h. Òåõíèòå íîðìàëíè
íàïðàâëåíèÿ ñå îïðåäåëåÿò ëåñíî ñ ïîìîùòà íà äâîéíîòî âåêòîðíî ïðîèçâåäåíèå

nσ ∼ ~AB × ( ~AB × ~DC), nψ ∼ ~DC × ( ~AB × ~DC)

è òàêà ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèÿòà èì âúâ âèäà

σ : 24x+ 9y − 5z = 42, ψ : 5x− 2y + 8z = 23.

Ðåøåíèåòî íà ãîðíàòà ñèñòåìà íè äàâà çà ` = σ ∩ ψ

` : x = −2λ, y =
451

62
+ 7λ, z =

291

62
+ 3λ, λ ∈ R.

Ïðè òîçè ïîäõîä àâòîìàòè÷íî ïîëó÷àâàìå íîðìàëíîòî íàïðàâëåíèå n ∼ (−2, 7, 3)t
è ðàçñòîÿíèåòî d(g, h) = | ~GH|, èçìåðåíî ìåæäó òî÷êèòå2 G = ` ∩ g è H = ` ∩H.

Çàäà÷è

1. Äàäåíè ñà òî÷êèòå A(−2;−1; 2), B(0; 1; 2), C(1; 2; 0) è D(3;−1; 1). Íàìåðåòå
òî÷êà E, òàêà ÷å ABCE äà áúäå óñïîðåäíèê è ïðåñìåòíåòå ëèöåòî ìó.
Íàìåðåòå ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó B è ðàâíèíàòà α, îïðåäåëåíà îò A,B è C.

2. Ïðè äàäåíè A(−4;−1; 2) è B(3; 5;−16), íàìåðåòå òî÷êà C, òàêà ÷å ñðåäàòà
M íà AC äà ëåæè íà îñòà OY , à ñðåäàòà N íà BC - â ðàâíèíàòà XOZ.

3. Ïîëó÷åòå óðàâíåíèåòî íà ðàâíèíà α, êîÿòî ñúäúðæà A(3; 4; 0) è ïðàâàòà

g :
x− 2

1
=
y − 3

2
=
z + 1

3
·

Íàìåðåòå è ðàçñòîÿíèåòî îò A äî g.

4. Íàìåðåòå âúðõîâåòå C è D íà êâàäðàò ABCD ïðè çàäàäåíè A(1; 4;−3) è
B(1; 1; 1), àêî ABCD ëåæè â ðàâíèíà, íîðìàëíà íà α : x+ 3y − 4z + 1 = 0.

5. Íåêà ñà äàäåíè A(0;−1; 3), B(2; 1;−2), C(0; 3; 1) è D(−1; 5; 3). Íàìåðåòå
îáåìà íà ïèðàìèäàòà ABCD è êîñèíóñà íà ]CAB. Ïîëó÷åòå óðàâíåíèåòî
íà ïðàâàòà g ïðåç âúðõà D è óñïîðåäíà íà ~AB.

6. Ïðè çàäàäåíè A(3;−1; 2), B(2; 1; 2), C(0; 2; 0) è D(1; 1; 1), íàìåðåòå ãåîìåò-
ðè÷íèÿ öåíòúð íà ïèðàìèäàòà ABCD, ëèöåòî íà 4ABC è îðòîãîíàëíàòà
ïðîåêöèÿ íà âúðõà D â ðàâíèíàòà α, îïðåäåëåíà îò A, B è C.

7. Íåêà A(2;−1; 2), B(−2; 1; 2), C(3;−2; 3) è D(1; 0; 1). Íàìåðåòå ëèöåòî íà
4BCD, êîñèíóñà íà ]BAD è óðàâíåíèåòî íà ðàâíèíà α, ñúäúðæàùà îò-
ñå÷êàòà AB è óñïîðåäíà íà CD.

2ïðîâåðåòå ñàìè äàëè ñå ïîëó÷àâà ñúùèÿò ðåçóëòàò.


